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Ubersicht

In dieser Arbeit wird eine Methode zur kompositionellen Konstruktion eines im Sinne
einer Bisimulationssemantik minimalen Transitionssystems vorgestellt, welches das Ver-
halten eines betrachteten wverteilten Systems charakterisiert. Um die wdhrend der Kon-
struktion i.allg. auftretende Zustandsexplosion weitgehend zu vermeiden, werden neben
Minimierungsschritten auch Reduktionsschritte durchgefiihrt. Dabei steht der Begriff ei-
nes Reduktionsoperators im Vordergrund, welcher im Kontext unerreichbare Zustinde
und Transitionen eliminiert. Dies geschieht mit Hilfe von Interfacespezifikationen, die die
moglichen Kommunikationssequenzen zwischen Parallelkomponenten eines Systems be-
schreiben. Dadurch kann die durch das Interleaving von Aktionen kommunizierender Pa-
rallelkomponenten verursachte Zustandsexplosion kontrolliert werden. Die Effizienz dieser
Methode hiéngt von der Exaktheit der vom Programmentwickler bereitgestellten Inter-
facespezifikationen ab. Die Korrektheit der Methode ist jedoch von der Korrektheit der

Interfacespezifikationen unabhingig.
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Einleitung

Informelle Beschreibung der Arbeit

Die zentrale Frage bei der Verifikation endlicher verteilter Systeme lautet: Gilt P = &,
d.h. erfiillt ein System P die Eigenschaft ®? Besonders interessant ist diese Fragestellung
fiir verteilte Systeme, da viele Werkzeuge zur automatischen Verifikation auf der Konstruk-
tion des globalen Zustandsgraphen basieren, welcher das betrachtete System darstellt. Der
Zustandsraum eines solchen Zustandsgraphen wéchst jedoch i.allg. exponentiell in der An-
zahl der Parallelkomponenten des verteilten Systems. Diese Tatsache wird als Zustandsez-
plosionsproblem bezeichnet und fiihrt in vielen Fillen dazu, dal der globale Zustandsgraph
nicht im Speicher eines Rechners darstellbar ist und dadurch eine automatische Verifika-
tion verhindert wird. Um diesem Problem zu begegnen, gibt es zwei Ansitze, ndmlich den

der kompositionellen Verifikation und den der kompositionellen Minimierung.

Kompositionelle Verifikationsmethoden kommen génzlich ohne die Konstruktion eines glo-
balen Zustandsgraphen aus. Der Beweis P |= ® wird gefiihrt, indem der Prozefl P und
die Eigenschaft & gemifl ihres syntaktischen Aufbaus in Beweisziele P; |= ®, zerlegt wer-
den, deren Giiltigkeit die Giiltigkeit von P |= @ impliziert. Der Nachteil dieser Methoden
liegt in der Komplexitét der Regeln zur Zerlegung von P und &, die fiir verteilte Systeme
notwendig sind. Vereinfachungen ergeben sich, falls fiir das betrachtete System Kontexztab-
hingigkeiten bekannt sind. Die Spezifikation von Kontexten ist aufgrund der Komplexitit
verteilter Systeme schwierig und oft nur intuitiv méglich. Der Preis fiir die Vereinfachung
der Beweisregeln besteht i.allg. in der Notwendigkeit, die Korrektheit der Kontextspezifi-

kationen separat beweisen zu miissen.

Methoden zur kompositionellen Minimierung haben zum Ziel, den globalen Zustandsgra-
phen wihrend seiner Konstruktion zu minimieren, indem semantisch dquivalente Zustdnde
zusammengefafit werden. Mit Kompositionalitdt ist hier die Wiederverwendbarkeit von
Zwischenergebnissen der betrachteten Methode gemeint. Zur Definition einer addquaten
Semantik ist die folgende Beobachtung wichtig: Gewdhnlich geniigt es fiir die Verifika-
tion eines Systems, eine Abstraktion des globalen Zustandsgraphen zu betrachten, da
viele Aktionen des Systems aus der Perspektive des Beobachters unwichtig sind. Solche
Abstraktionen erlauben es, die Anzahl der Zusténde eines Zustandsgraphen durch Zusam-

menfassen zu reduzieren, ohne dafl sich das beobachtbare Verhalten des Systems &ndert.
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Als adidquat erweisen sich Bisimulationssemantiken, welche kompositionell sind, d.h. sol-

che, die den parallelen Aufbau von Systemen respektieren.

Die in dieser Ausarbeitung vorgestellte Methode, die R M—Methode, folgt den fiir Metho-
den zur kompositionellen Minimierung genannten Grundziigen. Ziel der R M-Methode ist
es, die scheinbare Komplexitdit, welche die Anzahl der Zustdnde des globalen Zustandsgra-
phen eines Systems bezeichnet, zu vermeiden. Ohne den globalen Zustandsgraphen explizit
aufzubauen, wird sukzessive eine minimale Représentation dieses Graphen konstruiert. Die
Zustandsanzahl einer solchen Reprasentation gibt die reale Komplexitit wieder. Fiir eine
Methode fillt als erstes der naive Ansatz auf, welcher als Hilfsmittel eine kompositionelle
Bisimulationssemantik ausnutzt: ,,Gehe von einer Parallelkomponente des Systems aus,
minimiere diese gem&f einer Bisimulationssemantik wie oben erldutert, nehme die néchste
Parallelkomponente hinzu, minimiere wieder, ... und so fort, bis alle Parallelkomponenten
beriicksichtigt sind“. Als Ergebnis erhilt man, unabhéngig von der Reihenfolge, in der die
Parallelkomponenten beriicksichtigt werden, einen zum globalen Zustandsgraphen seman-
tisch dquivalenten Zustandsgraphen mit einer geringeren (bzw. bei optimaler Ausnutzung
von semantischen Aquivalenzen mit einer in bezug auf die gewihlte kompositionelle Se-
mantik minimalen) Zustandsanzahl. Dieser Ansatz fiihrt wihrend der Konstruktion jedoch
i.allg. zu Transitionssystemen, wie Zustandsgraphen auch bezeichnet werden, deren Zu-
standsanzahl die scheinbare Komplexitit iibersteigt. Die maximale Zustandsanzahl eines
Transitionssystems wihrend der Konstruktion wird auch als algorithmische Komplexitit
bezeichnet. Die Ursache des Problems liegt darin, dafl die Minimierung beziiglich einer Bi-
simulationssemantik ausschliellich lokal ist, d.h., dal nur die jeweils schon hinzugefiigten
Parallelkomponenten beriicksichtigt werden. Globale Kontextabhingigkeiten, also die In-
teraktion mit den verbliebenen Parallelkomponenten, bleiben hingegen unberiicksichtigt.
Dadurch werden fiir die Minimierung Teile des Transitionssystems mitbetrachtet, welche
im globalen Kontext unerreichbar sind. Greift man auf die Idee der Kontextspezifikationen,
die hier Interfacespezifikationen heiflen sollen, zuriick, so lassen sich solche unerreichbaren
Teile eines Transitionssystems jeweils vor der Minimierung entfernen. Formal wird dies

mit Hilfe eines Reduktionsoperators realisiert.

Die RM-Methode ist auf verteilte Systeme der Form P = (pi]|---||p.)(L) anwendbar,
wobei die p; (fiir 1 < ¢ < n,n € ) bereits als Transitionssysteme gegeben seien, || den
Operator zur parallelen Komposition bezeichnet und (L) ein Fensteroperator ist, der nach
auflen hin nur Aktionen aus L sichtbar werden 138it. Ferner bezeichnet I; (1 < ¢ < n—
1) die Interfacespezifikation zwischen R; =4 (p1|| - - -||p;) und Q; =4 (Pit1|| - ||Pn)- Sie ist
ebenfalls als Transitionssystem dargestellt und spezifiziert die Menge aller beobachtbaren
Kommunikationssequenzen zwischen R; und Q);.

Die RM—-Methode beschreibt die sukzessive Konstruktion partiell definierter Transitions-
systeme P; (1 < ¢ < n), welche die folgenden Eigenschaften besitzen:

e P; ist im Sinne einer Quasiordnung weniger spezifiziert als R;. Diese Forderung ist

die Grundlage fiir die Korrektheit der R M-Methode.
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e P, ist semantisch dquivalent zu P.!

e P; ist ein Représentant seiner semantischen Aquivalenzklasse, welcher in dieser die

wenigsten Zustdnde besitzt.

Unter der Voraussetzung, dafi die benutzte Semantik die Eigenschaft ® invariant 138t?,
d.h. fiir semantisch dquivalente Systeme P und @ gilt P = ® <= @ = ®, geniigt der

Beweis von P, = ®, um die Giiltigkeit von P |= @ folgern zu kénnen.

Die Korrektheit der R M—-Methode basiert dabei nicht auf der Korrektheit der vom Sys-
tementwickler anzugebenden Interfacespezifikationen: Sind Interfacespezifikationen nicht
korrekt, so ist P, i.allg. nicht semantisch dquivalent zu P. Laft sich jedoch P, = @ in dieser
Situation beweisen, so gilt auch P = ®. Dies bedeutet, dafl Interfacespezifikationen sogar
erraten werden kénnen. Ist hingegen P,, = ® nicht beweisbar, so ist offen, ob P |= ® giiltig
ist oder nicht. Die RM—-Methode ist so aufgebaut, daf} fiir ein total definiertes System P
die nur partielle Definiertheit von P, die Inkorrektheit einer Interfacespezifikation anzeigt.
Im Falle der totalen Definiertheit von P, sind P und P, semantisch dquivalent und zwar

unabhingig davon, ob die Interfacespezifikationen korrekt sind oder nicht.

Die RM—-Methode ist im folgenden Sinne optimal: Sind die anzugebenden Interfacespe-
zifikationen korrekt und ist ® eine bzgl. der gewdhlten Semantik konsistente Eigenschaft,
dann sind P, und P semantisch dquivalent, P, hat in seiner semantischen Aquivalenzklasse
eine minimale Zustandsanzahl und P, = ® <= P | ®. Ist also P, = @ nicht giiltig, so
folgt, daf} auch P |= & nicht gilt.

Gliederung der Arbeit

Kapitel 1 beschéftigt sich mit den (mathematischen) Grundlagen der R M-Methode, ins-
besondere mit den Begriffen Prozef, semantische Aquivalenz, Quasiordnungund Interface-
spezifikation, welche anhand eines begleitenden Beispiels erldutert werden. In Kapitel 2
stehen Reduktionsoperatoren im Vordergrund, die sowohl aus der theoretischen, als auch
aus der algorithmischen Perspektive betrachtet werden. Die R M—-Methode wird in Kapi-
tel 3 vorgestellt, in dem auch ihre Korrektheit und ihre Optimalitét nachgewiesen werden.
Ein begleitendes Beispiel veranschaulicht die R M—-Methode, deren Méachtigkeit an einem
weiteren Beispiel demonstriert wird. Kapitel 4 beschreibt Ans&itze, wie die Handhabbar-
keit der R M—Methode in Spezialfillen verbessert werden kann. Die Hauptresultate dieser
Arbeit sind in Kapitel 5 zusammengefafit, in dem auch Ausblicke auf weitere Forschungs-
aktivitdten gegeben werden.

Der ausfiihrliche Anhang enthilt wichtige Ergdnzungen. In Anhang A werden einige Be-

griffe aus der diskreten Mathematik definiert, die in dieser Arbeit Verwendung finden.

!Beachte: Fiir 1 < ¢ < n — 1 gilt i.allg. aber nicht, dafi P; und R; semantisch #quivalent sind.
2Man sagt auch: ® ist bzgl. der gewihlten Semantik konsistent.
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Anhang B beinhaltet einige im jeweiligen Kapitel nicht vorgefiihrte Beweise. Die Daten-
fluflanalyse spielt fiir die algorithmische Umsetzung der Anwendung von Reduktionsope-
ratoren eine zentrale Rolle. Ihre Grundlagen und ihre Anwendung innerhalb dieser Arbeit

werden in Anhang C behandelt.

Literaturiibersicht

Viele der in dieser Arbeit bendtigten Grundbegriffe sind in [St91, St92, Mi89] zu finden.
Der Grundstein der R M—-Methode ist von Clarke, Long und McMillan [CLM89] ge-
legt worden. Sie benutzen Interfacespezifikationen zur Beschreibung von Kontexten und
versuchen, Informationen, die fiir das nach auflen sichtbare Verhalten eines Systems un-
wichtig sind, zu lokalisieren. Diese Idee wird auch hier aufgegriffen. Larsen und Thom-
sen [LT87] sowie Walker [Wa88] beschreiben Kontextabhingigkeiten durch partielle Spe-
zifikationen. Im Unterschied zu ihrer Arbeit wird hier eine modifizierte Quasiordnung
benutzt, welche ausfiihrlich von Cleaveland und Steffen in [CS] erldutert und dort in
einen Zusammenhang mit derjenigen von Walker gestellt wird. Eine konkrete Strategie fiir
(halb—)automatisches Beweisen, die die notwendige Benutzerunterstiitzung minimiert, ist
von Grafund Steffen [GS91] vorgestellt worden. Der vorliegende Text ist eine Uberarbei-
tung und Ergénzung ihrer Versffentlichung. Er enthilt im Gegensatz zu [GS91] ausfiihrli-
che Beweise und die dafiir notwendige Hilfsaussagen sowie ein anschauliches Beispiel fiir
die R M—Methode. Die Grundlagen der DatenfluBanalyse werden von Knoop und Steffen
in [KS91] beschrieben.



Kapitel 1
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Rahmenbedingungen vorgestellt, in die die
RM-Methode zur Minimierung endlicher verteilter Systeme eingebettet und innerhalb
derer die Methode entwickelt werden soll. Der erste Teil dieses Kapitels beschéftigt sich
mit Prozessen, mit deren Darstellung durch erweiterte Transitionssysteme, mit dem Be-
griff der Isomorphie von Prozessen, mit der Charakterisierung von Prozessen durch ihre
Sprachen und mit Operatoren auf Prozessen, deren Bedeutung wir mittels einer operatio-
nellen Semantik definieren werden. Danach stehen eine spezielle semantische Aquivalenz
und eine spezielle Quasiordnung auf Prozessen sowie deren Eigenschaften im Vordergrund.
Beide werden in der R M—-Methode eine wichtige Rolle spielen. Zentral ist jedoch der Be-
griff einer Interfacespezifikation, der zum Abschlufl des Kapitels definiert wird. Weiterhin

werden die neuen Begriffe an einem Beispiel demonstriert.

1.1 Prozesse

Prozesse sind um ein Undefiniertheitsprddikat erweiterte Transitionssysteme, welche einen
ausgezeichneten Startzustand besitzen. Das Undefiniertheitspriadikat wird, wie in den Ka-
piteln 2 und 3 zu sehen ist, ein wichtiges Hilfspridikat im Hinblick auf die Praktikabilitat
der R M—Methode sein und gleichzeitig die Grundlage fiir eine semantische Sichtweise der

Methode liefern. Ferner wird auf Prozessen ein Parallel- und ein Fensteroperator definiert.

Erweiterte Transitionssysteme und Prozesse

Definition 1.1 (Erweiterte Transitionssysteme)

Ein erweitertes Transitionssystem T ist ein Quadrupel (S, AU {7}, —,1) mit:
1. S ist eine endliche Menge von Zustinden.

2. A ist ein endliches Alphabet beobachtbarer Aktionen. T représentiert eine nicht zu A

gehdrige interne, unbeobachtbare Aktion.

3. — ist eine Transitionsrelation, d.h. — C (§ x AU{r} x §).
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4. TC S x 2AULT} jst ein Préidikat, welches bewachte Undefiniertheit ausdriickt.

Statt (p,L) € T schreibt man auch pla, a € L, bzw. fiir (p,a,q) € — kurz p—> ¢
und sagt, daBl p a—undefiniert ist bzw. dafl p eine a—Transition nach g besitzt. Weiterhin
notiert man p—>», falls ein p' existiert mit p — p’. Typischerweise ist § eine Menge
von Programmzustinden. Eine Transition p — ¢ driickt aus, da8 man vom Zustand p
unter Beobachtung der Aktion a in den Zustand ¢ iibergehen kann. pTa besagt, dal vom
Zustand p aus eine a—Transition in einen undefinierten Zustand fiihrt. In diesem Sinne ist

der undefinierte Zustand bewacht.

Ein Prozef} ist ein erweitertes Transitionssystem zusammen mit einem ausgezeichneten

Startzustand.

Definition 1.2 (Prozesse)
Gegeben sei ein erweitertes Transitionssystem T = (S, AU{r},—, 7). Ein Prozef ist
ein Tupel ((S,, AU {7}, —,, 1), p) fiir einen Zustand p € S, wobei

e S, die Menge aller von p aus erreichbaren Zustdnde in T bezeichnet,
[ A? =df A gllt und
e —, und |, die auf S, restringierten Relationen — und T sind.

p heiBt Startzustand des Prozesses. Die Menge aller Prozesse wird mit Processes bezeichnet.

Im folgenden wird ein Zustand p mit dem ProzeB ((S,, 4,U {7}, —, Tp), p) identifiziert.?
Die Indizes werden der Einfachheit halber weggelassen, sofern dies nicht zu Miflverstdnd-

nissen fiihrt.

Definition 1.3
Ein ProzeB p = ((Sp, A,U{T}, —p, 1,),p) heiBt deterministisch, falls fiir alle p', p",p" €
S, und alle a € A,U {7} gilt:

% _a_>p p" und p' _“_>p p'" impliziert p" = p"'.

Den Bezug erweiterter Transitionssysteme zu ,Standard“—Transitionssystemen stellt die

folgende Definition her:

Definition 1.4
Ein Prozef p = ((Sp, A,U{T}, —p, 1,),p) heiBt total definiert, falls T = 0 gilt. Ansonsten
heiBt er partiell definiert.

19M begeichnet fiir eine beliebige Menge M die Potenzmenge von M.
2Beachte, daB p sowohl einen Zustand als auch einen Prozeff bezeichnet. Dies ist eine in der Literatur

iibliche Konvention.
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Erweiterte Transitionssysteme, die durch dieselben beschrifteten Graphen dargestellt wer-
den und die gleichen Undefiniertheiten besitzen, sollen nun miteinander identifiziert wer-

den. Dazu dient der Begriff der Isomorphie von erweiterten Transitionssystemen.

Definition 1.5 (Isomorphie von erweiterten Transitionssystemen)

Zwei erweiterte Transitionssysteme (S;, 4,U {7}, —1, T1) und (52, AU {7}, —2, T2)
heiBen isomorph, falls A, = A, gilt und eine bijektive Abbildung v : §, — S, existiert
mit:

1L.VP,p" €S Vac AAUu{r}. p-2up" < v(p)->,v(p") und

2.Vp € Si1Vae A u{r}. plia <= v(p')],a.

Diese Definition 148t sich nun wie folgt auf Prozesse ausdehnen:

Definition 1.6 (Isomorphie von Prozessen)

Zwei Prozesse p = ((Sp, A,U{7}, —p, T),p) und ¢ = ((S,, AU{r},—¢, 1,),q) heiBen
isomorph, in Zeichen p = gq, falls A, = A, gilt und eine bijektive Abbildung v : §, — §,
existiert mit:

1. v(p) = g,
2.Vp,p" € S, Vac A, Uu{r}. p —a—>,,p” <= v(p) —a—>q v(p") und

3.Vp eSVae A U{r}. pla < v(p)l,a.

Isomorphe Prozesse unterscheiden sich also lediglich in der Benennung ihrer Zustinde. Da
hier nur Gleichheit von Prozessen bis auf Isomorphie interessiert, wird im folgenden fiir
> auch = geschrieben.

Prozesse lassen sich &hnlich wie endliche Automaten auch durch die von ihnen erzeugte
bzw. erkannte Sprache charakterisieren. Die folgende Definition der Sprache von Prozes-
sen bedient sich bereits der in Abschnitt 1.2 definierten schwachen Transitionsrelation
—> bzw. des schwachen Undefiniertheitspriadikats {}, welche die Relation — bzw. das
Pradikat T aus der Sicht eines Beobachters beschreibt, indem die unbeobachtbare Aktion

* ¢

T yherausgefiltert* wird. Ferner bezeichnet ,,*“ wie gewShnlich den Kleeneschen Stern-

operator.

Definition 1.7 (Sprache von Prozessen)
Die Sprache L(p) eines partiell definierten Prozesses p ist durch den kleinsten Fixpunkt
des folgenden Gleichungssystems definiert:
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A; ,fallsp e
L(p) =
U{a-Lu(p) | La(p) #0} U {e} , sonst
und
A ,falls pfha
‘Ca(p) =

U{L@)|p>p} ,sonst

fiir jede Aktion a. Ferner wird zu einer gegebenen Sprache L die Sprache aller ihrer a—
Suffixe, d.h. die Menge {w | a-w € L}, mit L, bezeichnet.

Die Wohldefiniertheit dieser Definition ergibt sich mit Hilfe der elementaren Fixpunkt-
theorie. Fiir total definierte Prozesse entfillt jeweils die erste Alternative aus obiger Defi-
nition, die dann mit der in der Automatentheorie iiblichen Definition iibereinstimmt. Die
von einem undefinierten Zustand eines partiell definierten Prozesses aus erkannte Sprache
ist dabei die Menge aller Worter, die aus dem Alphabet des Prozesses gebildet werden
konnen. Entsprechend ist von einem a—undefinierten Zustand aus die Menge aller der
Worter iiber dem Alphabet erkennbar, welche mit einem @ beginnen. Dies entspricht der
Intuition, dafl man iiber die Sprache eines undefinierten Zustands nichts weifl und deshalb

das unsichere Wissen nur wie oben geschehen ausdriicken kann (,,worst-case—Annahme*).

Parallel- und Fensteroperator

Hier geht es um die Einfiihrung eines bindren Parallel- und eines uniren Fensteroperators
auf Prozessen. Die Bedeutung beider Operatoren wird mittels einer operationellen Seman-
tik definiert. Intuitiv beschreibt p||g die parallele Komposition der Prozesse p und gq. Die
Synchronisation von p und g beruht auf gemeinsamen und das sogenannte Interleaving
auf den restlichen Aktionen. Der Prozefl p(L) resultiert aus dem Prozefl p, wobei nur die

Aktionen aus L nach auflen sichtbar sind.

Definition 1.8 (Operationelle Semantik)

Seien p = ((Sp, AU{7}, —4, 1),p)s 0= ((Sg AU{T}, —4¢ To);9) € Processes, sowie
P,p" €85,, ¢,¢" € §;, und L eine beliebige Menge sichtbarer Aktionen. Dann sind die Al-
phabete der Prozesse p(L) und p||q durch A,y =4 Ap,N L bzw. Ay, =4 Ap,U A, definiert.
Ihre Zustandsmengen sind Teilmengen von {p(L)|p € S,} bzw. {D||g|P € S,,q € S, },
welche jeweils die Zustdnde enthalten, die vom Startzustand p(L) bzw. p|lq gemé&fB den

nachstehenden Regeln fiir die Transitionsrelationen erreichbar sind:?

3Zur Notation:

Prami
ﬂ Nebenbedingungen
Konklusion
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; a 1"
D —p D
a

P (L) —pmy (L)

1. aclL

; @ 17"

" (L) Doy p(L)

pl _‘l_>p pll . 4
leql L>P||‘1 pHqu q

!

q _‘l_>q qll . A?
Plla e P'll0"

5 pl _‘l_>p pll ql _‘l_>q qll . 7£ .
- leql e, II|| "
plla P 114

Die Undefiniertheitspridikate von p(L) und p||q werden durch die folgenden Regeln defi-

niert:

r'1,a

@) a Z A,

pITPa ;2 "
(p’||q’)Tp||qa

ist wie folgt zu verstehen: Gelten die Nebenbedingungen, so 1488t sich aus der Prdmisse die Konklusion
folgern. Beachte weiterhin in der Definition, da insbesondere = ¢ A, und = ¢ A, gilt.
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q7,a
10. ——2 4¢ A
(p’||q’)Tp||qa ?
IPI AL p P’

(p’||q’)Tp||qa

pl,a ¢7,a

12.
(p’||q’)Tp||qa

Wichtig ist die Definition der operationellen Semantik bzgl. des Undefiniertheitpradikats
fiir den Paralleloperator. Sie besagt, dal p'Ta bereits (p'||¢’)Ta impliziert, falls der Prozef§
g die Ausfithrung einer a—Transition im Zustand ¢' nicht verhindert, d.h. falls a ¢ A, oder
q' > ¢" gilt. ¢ kann in diesem Fall die a—Undefiniertheit von p'||¢’ nur verhindern, wenn
sich p und ¢ auf der Aktion a synchronisieren miissen (d.h. falls a € 4,N A, gilt), und
¢ im Zustand ¢' keine a—Transition ausfiihren kann. Der Nutzen dieser Definition wird,
da das Undefiniertheitspriddikat als ein niitzliches Hilfspridikat benutzt werden wird und

auflerdem eine semantische Sichtweise induziert, erst in Kapitel 2 bzw. mit Definition 1.15

deutlich.

Proposition 1.9 (Assoziativitit und Kommutativitét)
Der Paralleloperator || ist in folgendem Sinne assoziativ und kommutativ, wobei v jeweils

eine bijektive Abbildung gemif} Definition 1.6 bezeichnet:

1. Vp,gq,r € Processes. (p||q)|lr = pl|(q||7)
wobei ((p',¢'),")—— (P, (¢'s7'")) VPp' € 8,,¢ € S, 7 € 5,.

2. Yp,q € Processes. p|lg=q||p
wobei (p',q')— (¢',p') V' € S5, ¢ €5,

Beweisskizze

Der Beweis ergibt sich sofort aus Definition 1.8 der operationellen Semantik, da die Regeln
fiir die Transitionsrelation bzw. fiir das Undefiniertheitspridikat bzgl. des Parallelopera-
tors symmetrisch sind. Symmetrisch bedeutet, dafl es zu jeder Regel fiir p||g eine Regel

gibt, bei der die Rollen von p' und ¢’ vertauscht sind.

Als Konsequenz dieser Proposition ergibt sich die Wohldefiniertheit von Prozessen der
Form (pi||---||pn){L). Da diese Prozesse fiir das Problem der Zustandsexplosion verant-
wortlich sind, wird sich die zu entwickelnde R M—Methode auf Prozesse dieser Form, welche

im CCS-Kalkiil Standard Concurrent Form genannt wird (vgl. [Mi89]), konzentrieren.
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Fiir die RM—-Methode wird das folgende Lemma eine zentrale Rolle spielen, welches die

Korrespondenz zwischen Parallel- und Fensteroperator widerspiegelt:

Lemma 1.10 (Parallel-/Fensteroperatorkorrespondenz)

Fiir alle Prozesse p,q € Processes und alle Mengen L, L' beobachtbarer Aktionen gilt:

(pllg)(L) = (p(L")llg)(L) , falls L' 2 LU (A,N Ay)-

Der Beweis erfordert umfangreiche Fallunterscheidungen bzgl. der operationellen Semantik
und ist deshalb in Anhang B zu finden. Die Bedeutung dieses Lemmas liegt darin, Informa-
tionen beziiglich der globalen Unsichtbarkeit zu lokalisieren. Diese einfache Beobachtung
wird zur Effizienz der R M—-Methode beitragen.

Ein begleitendes Beispiel

Im folgenden wird ein sehr einfaches Beispielsystem vorgestellt, anhand dessen die in die-
ser Ausarbeitung vorkommenden Begriffe erldutert und Methoden demonstriert werden
sollen.

Das Beispielsystem Sys =g4 (Py||B||P2)({tkl,tk2}) (vgl. Abbildung 1.1) besteht aus zwei
Prozessen P, und P, und einem Buffer (vgl. Abbildung 1.2) mit den zugehérigen Alpha-
beten Ap, = {tkl,tk2,7rbl,sbl}, Ap, = {tkl,tk2,7b2, 562} und Ap = {rbl, sbl, rb2, sb2}.
Der Buffer dient den Prozessen dazu, wechselseitig Daten vom jeweils anderen Prozef zu
empfangen und neue an ihn zu senden. Der wechselseitige Ausschluff wird durch ein Token
realisiert, welches zwischen den Prozessen hin— und hergeschoben wird und zum Zugriff
auf den Buffer berechtigt.

/ /

, / tkl , /
1 b2
I:)l )/ )/ I:)2
2 tk2 /

/

'y

/

2

Abbildung 1.1: Beispielsystem
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\Pl.l tk2 R, P, tki ,P/ B:
24
sbl rb2
tk1] R sbl tk2 R sb2 b, b,
rbl b, sh2
P2 rbl Ps P rb2 s

Abbildung 1.2: Spezifikationen fiir das Beispielsystem

1.2 Semantische Aquivalenz und Quasiordnung

Hier stehen die beiden Begriffe Semantische Aquivalenzund Quasiordnungim Mittelpunkt.
Die semantische Aquivalenz fiihrt zur Definition einer Funktion, welche die eigentliche
Minimierung eines Transitionssystems in der R M-Methode bewirkt. Die Quasiordnung
stellt den Rahmen dar, in dem die Korrektheit der R AM—-Methode bewiesen wird. Beide
Begriffe benétigen jedoch zun&chst die Definition der schwachen Transitionsrelation —>.
Dies ist notwendig, da die (starke) Transitionsrelation — nicht zwischen beobachtbaren
Aktionen und der fiir den Beobachter unsichtbaren Aktion 7 unterscheidet, sondern alle
Aktionen gleichwertig behandelt. Daher soll die Relation —> ein Transitionssystem aus
der Sicht eines Beobachters beschreiben. Konsequenterweise wird dieses Konzept wegen
der hier verwendeten erweiterten Transitionssysteme auch auf das Undefiniertheitspradikat

T iibertragen, so dafl man ein schwaches Undefiniertheitspradikat 1} erhélt.

Definition 1.11 (Schwache Transitionsrelation und Undefiniertheitsprédikat)
Sei — C (S x.AU{r}x S) die Transitionsrelation und T C § x 24U} das Undefiniert-
heitspridikat eines erweiterten Transitionssystems. Dann sind die schwache Transitionsre-
lation — C § x A X § und das schwache Undefiniertheitspridikat {} C § X A jeweils
als die kleinste Relation mit den folgenden Eigenschaften definiert (p,q € S, a € A):

1. p-= % 7" ¢ impliziert p=%q.
2. p S q impliziert p==gq.

3. gla A p == q impliziert p fa.
4. g7 A p == q impliziert p f e.
5.qfte A p==> q impliziert p f a.

6. p e impliziert p 1 a.
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Diese Definition ist mit der operationellen Semantik des Parallel-und des Fensteroperators
in dem Sinne konsistent, dafl die Regeln aus Definition 1.8 auch gelten, wenn man —
durch = und T durch 1 ersetzt.

Semantische Aquivalenz

Wie in der Einleitung bereits erwdhnt, basiert die Minimierung von Transitionssystemen
auf der Idee, aus der Sicht des Beobachters d&quivalente Zustédnde zusammenzufassen. Diese

Semantik macht sich daher die Relation bzw. das Pridikat aus Definition 1.11 zunutze.

Definition 1.12 (Semantische Aquivalenzrelation)
~% ist die Vereinigung aller Relationen R C S x S, fiir die folgendes gilt:
p R q impliziert fiir alle a € A:

1. p fta genau dann, wenn q 1 a.
2. p==p' impliziert 3¢'.q==q¢ A p' Rq'.

3. ¢== ¢ impliziert 3p’. p=>p' A p' Rq'.

Beachte, daf} sich die Definition von ~¢ an die der wohlbekannten Beobachtungsiquivalenz
~ von Milner (vgl. [Mi89]) anlehnt. Bei obiger Definition kommt lediglich die erste Be-
dingung bzgl. des Undefiniertheitsprédikats hinzu. Ferner kénnen nur solche Prozesse ~%-
dquivalent sein, die dasselbe Kommunikationspotential (d.h. dasselbe Alphabet) besitzen.
Die in dieser Ausarbeitung vorgestellte Methode ist fiir alle A quivalenzrelationen, welche
die Aussagen der Sitze 1.19 und 1.20 erfiillen, korrekt. Daher ist die Aquivalenzrelation

in der Methode leicht austauschbar.

Lemma 1.13

Die Relation ~% aus Definition 1.12 ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis
Es sind die Punkte (1)-(3) aus Definition A.1 einer Aquivalenzrelation zu verifizieren.

Seien p, q,r € Processes.

1. Transitivitat

Z.zg.: p~iq A q=%r impliziert p~?r.
Beweis: Gelte px?q und g=~r. Sei R=4 {(p,7) | 3. p~%q A q=°F, PE Sp, G €
Sy, T € 85,} und (P,7) € R sowie a € A beliebig. Es ist zu zeigen:

(2) P
(b)
(c) 7

genau dann, wenn 7 1 a,

1

pha
=5 p' impliziert 37. 7 =7 A (p,7) € R und
7=

7 impliziert 3p. p==p A (P,7) € R.
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Dann gilt R C ~%, und wegen (p,r) € R folgt p~“r.

ad (a):
pfra
(Fr"7) < qfa
(a~'7) <= Tfla
ad (b):
=7
(p~*3) = 37.3=>7 A PRT
(g~*7) = 3¢.37.F=7 A ¢ ~*F) A P r7)
= 3A7.(F=7 A 3. (P ~*q A g =7))
(Def. von R) = 3I7.7==7 A (P,7)ER
ad (c):
F=7
(g~27) = 37¢.9=7 A7 ~*7
(p~*3) = 37.(3p. (p==P N PRT) A FRT)

= 3p. (=7 A 37.(F~'T A TRIT))
(Def. von R) = 3I9.p==p9 A (P,7)ER
2. Symmetrie
Z.zg.: p~%q impliziert q~%p.

Beweis: Sei p~®q, R=4 {(q,P) | P~%q, P € S,,q € S,} und (g,p) € R beliebig,

sowie a € A beliebig. Es ist zu zeigen:

(a) g1 a genau dann, wenn p 1 a,
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(b) == @ impliziert 3p". p==7 A (¢’,P) € R und
(c) p== P impliziert 37. =7 A (¢,P) € R.
Dann gilt R C ~%, und wegen (g,p) € R folgt g~ p.

ad (a): Klar, da p ~%qg.

ad (b):
=7
(p~*3) = 3p.p=P APR'T
(Def. von R) = 3p.p==9 A (¢,P)ER
ad (c):
p=7
(p~*2) - 37.9=>7 A PR'T

(Def.von R) = 3J¢.q=—¢q A (¢,P)€ER

3. Reflexivitat

Z.zg.: p~°p.
Beweis: Sei R =4 {(p,D) | P € S,} und (P, D) € R beliebig, sowie a € A beliebig.
Trivialerweise gilt:

e p{ a genau dann, wenn p{ a, sowie
¢ p== P impliziert 3p=p.p==79 A (P,P) € R.
Folglich gilt R C ~% und wegen (p,p) € R auch p~?p.

Aus (1)—(3) folgt mit Definition A.1, daB ~¢ eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiel 1.14
Fiir beliebige Prozesse p,q € Processes gilt:

p=™q impliziert p~iq.

“Dabei bedeutet p = g, daB die Prozesse (bzw. Zustinde) p und g identisch sind.
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Insbesondere sind syntaktisch gleiche Prozesse ~%-&quivalent (denn syntaktisch gleiche

Prozesse sind vermdge v = id isomorph).

Beweisskizze

Mit Hilfe von Definition 1.6 kann man leicht zeigen,® daf

R=g4{(p,v(p)) | P € Sp}

eine Relation im Sinne von Definition 1.12 ist. Wegen (p,q) = (p,v(p)) € R folgt die
Behauptung.

Quasiordnung

Die folgende Quasiordnung definiert intuitiv eine ,,weniger definiert als“ — Relation zwi-

schen Prozessen.

Definition 1.15 (Spezifikations—Quasiordnung )

Die Sperzifikations—Quasiordnung  ist die Vereinigung aller Relationen R C § x §, fiir
die folgendes gilt:

p R q impliziert fiir alle a € A mit —(p fta):

1. _‘(q ﬂa)y
2. p==p' impliziert 3¢'. ¢ =>¢' A p' Rq' und

3. == ¢' impliziert I3p'. p==p A p'Rq'.

Beachte dabei, dafl wie bei Definition 1.12 nur solche Prozesse in Relation zueinander
stehen konnen, die dasselbe Kommunikationspotential besitzen. 148t sich als Spezifi-
kations—Implementations—Quasiordnung verstehen: Eine Implementation ¢ erfiillt die An-
forderungen einer partiellen Spezifikation p genau dann, wenn p ¢ gilt. Die in dieser
Arbeit vorgestellte Methode ist fiir alle Quasiordnungen, welche die S&tze 1.19, 1.20 und
Definition 2.1 (i) erfiillen, korrekt. DaB hier die Spezifikations—Quasiordnung  gew#&hlt
wurde, liegt daran, dafl  eine im Vergleich zu Walkers Quasiordnung C [Wa88] adiquatere
Spezifikations—Implementations—Quasiordnung ist, da  weniger Prozesse unterscheidet:
Gilt p C g, so impliziert dies bereits p ¢. Der Grund hierfiir ist, dafl im Falle der a—
Undefiniertheit eines Zustands von p die Relation  keine Bedingung an das Verhalten
des korrespondierenden Zustands von g stellt. Die Spezifikations—Quasiordnung, die insbe-
sondere fiir eine einfache algorithmische Implementierung geeignet ist, erlaubt somit mehr
Freiheiten.

Beachte, dafl p g i.allg. nicht impliziert, dafl der Prozefl p weniger Zustéinde als der Prozef}
q besitzt, denn:

®Man beachte, dafi A, = A, gilt.
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Beispiel 1.16

Betrachte fiir p einen ProzeB, der eine a—Transition in einen a—undefinierten Zustand
besitzt, und fiir q einen Prozef}, der eine a—Transition von q nach q hat, also beliebig viele
a—Aktionen hintereinander ausfiihren kann. Nach Definition von  gilt offensichtlichp g,
aber p besitzt mehr Zustdnde als q (vgl. Abbildung 1.3).

b= q-=
a
a

I
Abbildung 1.3: Gegenbeispiel

Lemma 1.17

Die Relation aus Definition 1.15 ist eine Quasiordnung.

Beweis
Es sind die Punkte (1) und (2) aus der Definition A.2 einer Quasiordnung zu verifizieren.

Dazu seien p, ¢, € Processes.

1. Transitivitat

Zzg.:p q A q r impliziert p r.
Beweis: Gelte p qund ¢ r. Sei

R:df{(ﬁ,7)|ﬂq-ﬁ qgnhng T, ﬁESmQESq,FEST}

und (p,7) € R sowie a € A beliebig. Ferner gelte =(p{} a). Es ist zu zeigen:

(a) ~(7fra),
(b) p==> P impliziert 37. 7==>7 A (p/,7) € R und
(c) 7== 7 impliziert 39. =7 A (P,7) € R.

Dann gilt R C , und wegen (p,r) € R folgt p 7.

ad (a):
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ad (b):

(7 qund ~(pNa)) = 3¢.9=7¢ AND T

(g Tund ~(gfe) (vglad (a))) = 3. A7.F=7 AT F)ADP 7)

(Definition von R) = d7.7=7 A (P,7)ER

ad (c):

(7 7und ~(gna) (vel.-ad (a))) = 3I7. q:“> g ANg T

(7 gund —(phra))) = 37.39. =P AD T)AT 7)

(Definition von R) = 3p. ﬁ:a> P A@,7)ER
2. Reflexivitat

Z.zg.:
Be‘;gveils): SIe)i R=4 {(P,P) | P € S} und (p,p) € R sowie a € A beliebig. Ferner gelte
=(pf a). Trivialerweise gilt:
e (P a) impliziert ~(p1 a) und
e p== P impliziert 3p = p.p==79 A (P,P) € R.
Folglich gilt R C  und wegen (p,p) € R auch p p.

Aus (1) und (2) folgt mit Definition A.2, dal  eine Quasiordnung ist.
Beachte, dafl  keine Halbordnung ist, denn:
Beispiel 1.18

ist nicht antisymmetrisch und daher keine Halbordnung. Betrachte dazu die Prozesse p
und ¢ mit A, = A, = {a} aus Abbildung 1.4.
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Abbildung 1.4: (Gegen—)Beispiel

Offensichtlich gilt p q und q p, da beide Prozesse a—undefiniert sind. Jedoch gilt nicht
p~?q, weil q eine a—Transition besitzt, die von p nicht ,gematcht“ (simuliert) werden
kann.

Eigenschaften von Aquivalenzrelation und Quasiordnung

Vergleicht man die Definitionen von ~%, ~ und , so stellt man fest, dal ~ und  &hnliche

Semantiken induzieren und ~¢ eine Verfeinerung von beiden darstellt.

Proposition 1.19
Es gilt fiir alle Prozesse p,q € Processes:

1. p~?q impliziert p~q und p q.

2. Fiir total definierte Prozesse stimmen ~%, ~ und iiberein.

Von grofier Wichtigkeit ist die Kompositionalitit von ~% und , d.h., daff die Operatoren

|| und (-) diese Relationen respektieren.

Satz 1.20 (Kompositionalitit)
Fiir alle Prozesse p, q,r € Processes und alle Mengen L beobachtbarer Aktionen gilt:

1. p q impliziert p||r gqlr.
2. p~®q impliziert p||r~2q||r.
3. p q impliziert p(L) ¢(L).

4. p~q impliziert p(L)~%q(L).

Beweis
Seien p,q,r € Processes beliebig und L eine beliebige Menge beobachtbarer Aktionen,
sowie A=4 A, = A,.°

®Beachte dabei, dal p ¢ bzw. p~%q impliziert, da$f die Prozesse p und g dasselbe Kommunikations-
potential (A, = A;) besitzen.
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1. Gelte p q und R =4 {(P||7,q||7) |
Definition 1.15 fiir a € A und (P||7

folgendes zu zeigen:

(a) ~((gF) ta),
(b) p||7 :“>ﬁ’||?’ impliziert EI@’||F’.§||F:“> 77 A @|7,7]||7") € R und

D G, D||T € Sy, G||T € Syr }- Es geniigt nach
,q||T) € R unter der Voraussetzung —((P||7) f} a)

() gllr == @[ impliziert 3p'||". pllr == p'lI7" A (P|I7,7|7') € R
Dann gilt R C  und folglich wegen (p||7, ¢||r) € R auch p||r g||r.
ad (a): Es gilt =((p||7) fta).

Betrachte nun eine vollstindige Fallunterscheidung gem&f der operationellen Seman-
tik (vgl. Definition 1.8):

Fall 1: =(Pfra) A ~(Ffa)

(7 9 =  (@fra) A ~(Fha)

(vgl. Definition 1.8) = ﬁ((ﬁ”?) T a)

Fall 2.3 ~(Pfa) A ~(p==) Aac A, A Tha
( ) = —(@fte) A (=) ANac A ATha

(vgl. Definition 1.8) = —((q]|7) fta)

Fall 3:° ~(Ffha) A «(F=) A ac A, A Pfa
Fall 3a: gfta = —(Ffa) A -(F=)AacA Aqfa
(vgl. Definition 1.8) = —((q]|7) fta)

Fall 3b: =(gfta) = ~(7fta) A ~(gfa)

(vgl. Definition 1.8) = —((q]|7) fta)

"Beachte, dal 3|7’ bzw. 3F'||7 als Metaschreibweise zu verstehen ist, da ¥ jeweils auf den linken
Seiten der Implikationen festgelegt wurde.
8% verhindert die Undefiniertheit von p||7.
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ad (b): Gelte p||7 = P||F".

Fallunterscheidung gem&f der operationellen Semantik (vgl. Definition 1.8):

Regel (3): p=P AT=7 Aac(A4\A)U{r}

7 3 = (A7.7=7 AP T) AT=T Nac€(4\A4)u{r}
(Regel (3) & Def. R) = 37|7.q|lFr==7T||F A P||7,T|F) € R

Regel (4): F=7 Ap=P Aac(A\A)U{r}

7 7) = FT=7 Ag=7 Aac(A\A)U{r}

(Regel (4) & Def. von R) = 3¢|7.qF=7¢||7 A @|7,7||F') € R

Regel (5): P==P ANT==7 Aac (A,NA)
(7 9) = (A7.9=7 AP T)ATFT=T Aac (A4NA4,)
(Regel (5) & Def. von R) = 3I¢||7.qF=7 |7 A (F|7,7||F') € R

ad (c): Analog zu (b) mit vertauschten Rollen von p und g.

2. Gelte pr®q und R =4 {(p||7,q||7) | %4, D||T € Spjr, G| € Syj»}- Es geniigt nach
Definition 1.12, fiir a € A und (P||7,q||7) € R beliebig zu zeigen:

(a) @|IF) e <= (q|7) e,
(b) p||F == P||F impliziert 3¢ ||7. q||F== 7|7 A (@||7,T||7') € R und
(c) gllF = q'||7' impliziert 3p'||7". p||7 = P'|[7' A (P'||7',7||7') € R.

Dann gilt R C ~% und folglich wegen (p||r, g||r) € R auch p||r = g||r.

ad (a): Beweis der Richtung ,, = “. Die andere Beweisrichtung ist analog mit

vertauschten Rollen von p und g.

*F verhindert die Undefiniertheit von p||r.
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Gelte nun (p||7) 1 a. Fallunterscheidung gemaf der operationellen Semantik (vgl. De-

finition 1.8):

Regel (10):

(AP = AQ)

(Regel (10))

Regel (11):

(Regel (11))

Regel (12):

(Regel (12))

=

pahragA,

ifta Aag¢ A
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ad (b): Gelte p||7 = P||7".

Fallunterscheidung gem&f der operationellen Semantik (vgl. Definition 1.8):

=3

Regel (3): p=7 A

=7 A ae(4\4)U{r}

!

(p~*7) = (37.

2

LT AP RET)AT=F ANac (A\A)U{r}

(Regel 3) & Def. B) = 377 q|Fr==7|7 A (P|7,¢|7) € R

Regel (4): F=7 Ap=P Aac(A\A)U{r}
(p~%9) = =7 Ag=9q Aac(A\A)U{r}

(Regel (4) & Det. B) = 3|7 7[F =277 A @F,7|7) € R

Regel (5): p==pP ANT==7 Aac (A,NA)
(p~%q) = (F.3=7 APRIG)AT=T Aac (4NA)

(Regel (5) & Def. R) = 3¢||7. qF =77 A (P|I7,T|IF') € R

ad (c): Analog zu (b) mit vertauschten Rollen von p und g.

3. Geltep qund R=4 {(p(L),q(L)) |P T, P € Sp,q € Sy} Sei (p(L),g(L)) € R und
a € A beliebig. Unter der Voraussetzung —(p(L) fta) ist gem&B Definition 1.15 zu

zeigen:

(a) ~(g(L) fra),

(b) (L) == p'(L) impliziert 3g'(L). ¢(L)==g(L) A (P'(L),7'(L)) € R und
(c) ¢(L)==>¢'(L) impliziert 3p'(L). p(L)==p'(L) A (F(L),q(L)) € R.

J

Dann gilt R C  und folglich wegen (p(L),q(L)) € R auch p(L) ¢{(L).
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ad (a):
~(p(L) a)
(insbesondere a € L, Regel (6)) = ~(pfta)
F a) = ~(gfra)
(a € L, Regel (6)) = (g(L)fa)
ad (b):
p(L) == p'(L)

(insbesondere a € L, Regel (1)) = D = P

(F gund ~(p(L)a)) = 37.9=7 AP 7
(a € L, Regel (1), Def. R) = 3g(L).g¢L)=7g(L) A (P(L),q(L)) € R
ad (c):

(insbesondere a € L, Regel (1)) = q—q
(P 7und ~(3(L)Na)) = 37.p==F AP T

(a € L, Regel (1), Def. R) = 3Ip(L).p(LY=P (L) A (P(L),g(L)) € R

=

4. Gelte px~®qund R =4 {(p(L),q(L)) | P=*q, PE Sp, g € S,}. Dann geniigt es nach
Definition 1.12, fiir a € A und (p(L),q(L)) € R beliebig zu zeigen:

(a) p(L)fra <= ¢L)fa,
(b) p(L)==>p'(L) impliziert 3¢’ (L).q(L) =g (L) A (P'(L),q(L)) € R und
(c) g(L) == q'(L) impliziert 3'(L). B(L) == P'(L) A (P'(L), (L)) € R.

Dann gilt R C ~* und folglich wegen (p(L),¢(L)) € R auch p(L) ~*q(L).
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ad (a):
L) fa
(a € L, Regel (6)) <= DPla
(F~*2) < qfa
(a € L, Regel (6)) <= q(L)fra
ad (b):

(insbesondere a € L, Regel (1)) = D = P

(~%7) => 37.9=7 AP =7
(a € L, Regel (1), Def. R) = 3g(L).g¢L)=7g(L) A (P(L),q(L)) € R
ad (c):

(insbesondere a € L, Regel (1)) = q—q

(a € L, Regel (1), Def. R) = 3Ip(L).p(LY=P (L) A (P(L),g(L)) € R

Quasiordnung bzw. semantische Aquivalenz und Sprachen

Den Zusammenhang zwischen den Begriffen Quasiordnung bzw. semantischer Aquivalenz

mit Sprachen von Prozessen stellen die beiden folgenden Lemmata her.
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Lemma 1.21

Fiir beliebige Prozesse p,q € Processes gilt:
p q impliziert L(p) 2 L(q).

Gilt insbesondere p q und q p, so folgt L(p) = L(q).

Beweisskizze
Gilt p g, so ist p intuitiv ,,mehr undefiniert* als ¢q. Von einem undefinierten Zustand aus
ist aber nach Definition 1.7 die ganze Sprache A, erkennbar. Daher gilt £(p) 2 L(q)-

Lemma 1.22
Fiir beliebige Prozesse p,q € Processes gilt:
p~%q impliziert L(p) = L(q).

Beweis
Seien p,q € Processes mit p~?q beliebig. Gem&f Proposition 1.19 gilt dann p ¢ sowie
g p. Mit Lemma 1.21 folgt schlieflich die Behauptung £(p) = L(q).

1.3 Schnittstellen

In diesem Abschnitt steht der Begriff Interfacespezifikation im Vordergrund. Interface-
spezifikationen sind fiir die R M—-Methode das zentrale Hilfsmittel. Mit ihrer Hilfe kann
man von einer konkreten Darstellung von Parallelkontexten abstrahieren und die Charak-

teristika der betrachteten Parallelkontexte hervorheben.

Interfacespezifikationen

Eine Interfacespezifikation ist ein total definierter Prozef}, der den Kommunikationsflufi
zwischen zwei Prozessen beschreibt. Der Kommunikationsflul zwischen zwei Prozessen
ist die Menge aller beobachtbarer Aktionensequenzen, die die betrachtete Schnittstelle
passieren kénnen. Deswegen wird eine exakte Interfacespezifikationzwischen den Prozessen
p und g als ein Prozef definiert, dessen Sprache mit der des Prozesses (p||q)(A4,N.A,)
iibereinstimmt; denn im Parallelkontext kommunizieren die Prozesse, wie in Definition 1.8
festgelegt, iiber gemeinsame Aktionen. Eine korrekte Interfacespezifikation ist dann ein

total definierter Prozef}, dessen Sprache die der exakten Interfacespezifikation umfafit.

Definition 1.28 (Interfacespezifikationen)

Seien p, q € Processes. Dann definiere:

1. Ein total definierter Prozefl I heiit Interfacespezifikation fir p genau dann, wenn
ArCA, und 7 ¢ A; gilt. I heiBt Interfacespezifikation fir p und ¢ genau dann, wenn
Ar=ANA, und T ¢ Aj.
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2. Eine Interfacespezifikation I fiir p und q heifit exakte Interfacespezifikation fiir p und
g, falls L(I) = L((pllg){AN A,))

3. Eine Interfacespezifikation I fiir p und q heiBt korrekt fiir p und q genau dann, wenn
L((pllg) (AN Ag)) € L(I) gilt.

Die Menge aller Schnittstellen wird mit Interfaces, die aller Interfacespezifikationen fiir p

mit Z(p) und die aller korrekten Interfacespezifikationen fiir p und q mit Z(p, q) bezeichnet.

Insbesondere ist nach dieser Definition eine exakte Interfacespezifikation auch korrekt.
Dafl es im Rahmen dieser Arbeit sinnvoll ist, die Korrektheit einer Interfacespezifikation
iiber ihre Sprache zu definieren, wird im Kapitel 2 am theoretischen Resultat der Reprd-

sentationsunabhdngigkeit deutlich.

Interfacespezifikationen fiir das begleitende Beispiel

Die Interfacespezifikationen I; und I, fiir das begleitende Beispiel sind gem&ff Figur 1.5
definiert.

E bl tk2 Iy tk2 b2
rbl tk1 tki b2

Abbildung 1.5: Interfacespezifikationen

Die mit Definition von I; verbundene Intuition ergibt sich durch die Vorstellung der Kom-
munikationssequenzen auf den die Schnittstelle betreffenden Kanilen (am Beispiel von I;
sind dies tkl,tk2,7rbl, sbl): Zunichst wird {iber tkl das Token erwartet, bevor iiber rbl
bzw. sb1 Daten empfangen bzw. gesendet werden und schliellich das Token {iber tk2 wei-
tergegeben wird. Damit wiirde man als Interfacespezifikation I, einen Prozef} erhalten, der
mit P, identisch ist und eine exakte Interfacespezifikation wére. Da eine korrekte Inter-
facespezifikation auch eine Obermenge der entsprechenden Sprache beschreiben darf, ist
die gegebene Definition von I;, die quasi durch das Zusammenfassen der Zustdnde p;» und
P14 von P; entsteht, korrekt. Die zu I} gehdrige Sprache ist damit grofler als diejenige, die

die Intuition vorgibt. Eine analoge Argumentation gilt fiir die Definition von I,.

I, ist eine Interfacespezifikation fiir P, und B||P,, denn es gilt:

Az, = {tk1,tk2,7b1,sb1} = Ap N App, und 7 ¢ Aj,.
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Ebenso ist I, eine Interfacespezifikation fiir P;||B und P,, denn es gilt:
Ar, = {tk1,tk2,7b2, 562} = Ap N Ap, und 7 ¢ Ay,.

Beide Interfacespezifikationen sind auch korrekt.

Die Sprache der Interfacespezifikationen I, und I, erhilt man gem&f Definition 1.7 aus

folgenden Gleichungssystemen:

L(I) = L(Is)=thl-L(I15)U {e}
rbl-L(I1,) U th2-L(I13) U {e}
L(I) = sbl-L(I)U {€}

e
—~~
~
[\
g

Il

L(I,) = L(Iz) =tkl-tk2-L(Iz3) U rb2-5b2-L(I2) U {tkl-€} U {rb2-€} U {¢}

Da spéter jeweils nur die Préifixe der Lénge eins der Sprachen von I; und I, bendtigt

werden, ist ein explizites Ausrechnen von L£(I;) bzw. £(I,) nicht erforderlich.

Eigenschaften von Interfacespezifikationen

Die Frage, wie sich die durch die Quasiordnung induzierte Semantik auf korrekte Inter-

facespezifikationen auswirkt, beantwortet das folgende Lemma:

Lemma 1.24
Fiir beliebige Prozesse p,p’,q € Processes gilt:

p p' impliziert I(p,q) C I(p',q).

Beweis
Seien p,p’, q € Processes mit p p' beliebig, d.h. insbesondere A, = A,.. Wegen Satz 1.20
gilt
(Pla) (AN Ay)  (Flla)A,n Ay,
Mit Lemma 1.21 folgt

() L((Pllg) (AN A)) 2 L((Plla)(A,N Ag)).
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Sei nun I € I(p, q) beliebig, aber fest. Dann folgt die Behauptung mit

I € I(p,q)

(Deﬁnition 1.23) = E(I) ) E((p||Q)<A?ﬂ ‘A‘1>)

() = L) 2 L((P]lg){ApN Ag))

(Deﬁnition 1.23) = Ie I(p’, q).

Lemma 1.25

Fiir beliebige Prozesse p,p',q € Processes mit p~®p' gilt: I(p,q) = Z(p', q)-

Beweis
Seien p,p’,q € Processes mit p~?p’ beliebig. Gemafi Proposition 1.19 gilt dann p p’
sowie p' p. Mit Lemma 1.24 folgt unmittelbar die Behauptung Z(p, q) = Z(¢, q).

Fir den Beweis der Korrektheit der RAM—-Methode zur kompositionellen Minimierung

endlicher verteilter Systeme wird die nachstehende Beziehung wichtig sein.

Lemma 1.26
Seien p,q € Processes und L eine beliebige Menge von Aktionen. Dann gilt:

I(p,q) = I(p{(A,N A U L), q).

Beweis
Seien p, ¢ € Processes beliebig und L eine beliebige Menge von Aktionen. Die Behauptung
folgt mit:
I € I(p,q)
(Definition 1.23) < L(I) D L((p|lg){A,N A))

(Lemmata 1.10 & 1.22) <= L(I) 2 L((p((A,N AU L)||lg){(A,N Ay))

(Definition 1.23) — I¢c I(p<(A1,ﬂ Aq)U L), q).



Kapitel 2
Der Reduktionsoperator

In diesem Kapitel wird das Kernstiick der in dieser Arbeit zu entwickelnden RAM—-Metho-
de zur kompositionellen Minimierung endlicher verteilter Systeme vorgestellt, ndmlich der

Begrift des Reduktionsoperators.

Nach einer kurzen Motivation und Analyse der Problematik wird in Abschnitt 2.1 der
Begriff eines Reduktionsoperators definiert. Anschlieflend wird ein spezieller Reduktions-
operator, bezeichnet mit II, vorgestellt und anhand eines kurzen Beispiels vorgefiihrt. IT
wird aus zwei unterschiedlichen Perspektiven betrachtet: zum einen aus der theoretischen
und zum anderen aus der algorithmischen Perspektive. In Abschnitt 2.2 stehen die theo-
retischen Eigenschaften von II im Vordergrund, welche hauptsichlich beim Beweis, daf}
es sich bei II tatséichlich um einen Reduktionsoperator handelt, behilflich sind. In Ab-
schnitt 2.3 geht es um die Entwicklung eines korrekten und effektiven Algorithmus, der
die Anwendung von II realisiert. Dabei wird implizit das wichtige theoretische Resultat

der Reprisentationsunabhdngigkeit bewiesen.

In der Einleitung wurde bereits bemerkt, dafl der naive Ansatz zur kompositionellen Mi-
nimierung von Transitionssystemen unzureichend ist. Dabei wird sukzessive die Funktion
M, welche beobachtungséquivalente Zustinde eines Transitionssystems zu jeweils einem
Zustand verschmilzt, angewandt. Der Nachteil liegt darin, dal M nur den lokalen Kon-
text berticksichtigt. Dieser ist jeweils durch das momentan konstruierte Zwischentransi-
tionssystem gegeben, welches die parallele Komposition der bereits betrachteten Parallel-
komponenten darstellt. Unberiicksichtigt hingegen bleiben globale Kontextabhingigkei-
ten, die Aufschlufl dariiber geben kénnen, welche Zustinde und Transitionen des bis jetzt
konstruierten Zwischentransitionssystems bei Hinzunahme der restlichen Parallelkompo-
nenten nicht mehr erreicht werden kénnen. Solche Zustédnde und Transitionen kann man
deshalb aus diesem Zwischentransitionssystem eliminieren. Dies wird die Aufgabe von
Reduktionsoperatoren sein. Es verbleibt die Frage, wie man globale Kontextabhingig-
keiten erkennen kann, ohne das gesamte Transitionssystem konstruieren zu miissen. Als
Hilfsmittel dazu werden die im vorangegangenen Kapitel vorgestellten Interfacespezifika-

tionen, genauer gesagt die Sprache dieser Prozesse, dienen. Dabei interessiert jeweils eine

30
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Interfacespezifikation, welche die Schnittstelle zwischen den bereits bei der Konstruktion
des Zwischentransitionssystems beriicksichtigten und den restlichen Parallelkomponenten
beschreibt. Zustéinde und Transitionen des momentanen Zwischentransitionssystems, die
bzgl. der Schnittstellensprache unerreichbar sind, bleiben auch im globalen Kontext uner-

reichbar, sofern die zu Hilfe genommene Interfacespezifikation korrekt ist.

2.1 Grundlagen

Zunichst ist zu definieren, was unter einem Reduktionsoperator verstanden werden soll.

Definition 2.1 (Reduktionsoperatoren)
Eine Abbildung 11 : Interfaces X Processes — — Processes heifit Reduktionsoperator, falls
II die folgenden Eigenschaften erfiillt:*

(i) Vp € Processes VI € Z(p). II(I,p) p.
(ii) Vp,q € Processes VI € I(p,q). II(I,p)||lg~°p||q-
Statt II(I, p) schreibt man auch II;(p).

Die Intuition fiir diese Definition ist die folgende:

Gemif den einleitenden Uberlegungen soll die Anwendung eines Reduktionsoperators IT
auf einen gegebenen Prozef p und eine Interfacespezifikation I € Z(p) die bzgl. des durch
I beschriebenen Kontextes unerreichbaren Zustdnde und Transitionen von p eliminieren,
so dafl man den reduzierten Prozef II;(p) erhilt. Forderung (i) stellt die Korrektheit einer
solchen Reduktion sicher. Sie besagt, dafl der reduzierte Proze II;(p) in der Quasiord-
nung  kleiner als p sein soll. Dadurch wird garantiert, daf} die Argumente I und p durch
II nicht auf irgendeinen ProzeB abgebildet werden diirfen, sondern, dafl sich der Prozef}
II;(p) an den Zustinden, an denen er definiert ist, genauso verhilt wie p. Folglich ist es
also insbesondere moéglich, dafl ein Reduktionsoperator II neue Undefiniertheiten bzgl. ei-
nes Zustands hinzufiigen darf, um beispielsweise zu markieren, welche vom betrachteten
Zustand ausgehenden Transitionen eliminiert worden sind. Diese Technik fiihrt offensicht-
lich zu einem bzgl.  weniger definierten Prozefl und wird im Zusammenhang mit der
Definition des speziellen Reduktionsoperators I noch niher erliutert. Die Forderung (ii)
obiger Definition betrifft die Konteztireue der Reduktion: Die Anwendung von II bzgl.
eines Prozesses p und einer Interfacespezifikation I € Z(p), d.h. die Reduktion von p bzgl.
I, im Parallelkontext mit einem ProzeB q heiit kontezttreu, falls II(I, p)||qg~*pl|q gilt.
Ist insbesondere I € Z(p,q), also eine korrekte Interfacespezifikation fiir die Prozesse p
und g, so ist die Reduktion von p bzgl. I im Parallelkontext mit ¢ wegen Forderung (ii)
kontexttreu. Forderung (ii) ist sinnvoll, da ein Reduktionsoperator nur solche Zustéinde
und Transitionen aus p verhindern soll, die im Parallelkontext mit ¢ nicht erreicht werden

konnen. Dort soll es ndmlich bzgl. des Verhaltens des Gesamtsystems keinen Unterschied

'Das Zeichen — — verdeutlicht, dafl es sich bei II um eine partielle Abbildung handelt.
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machen, ob p oder II(1, p) beriicksichtigt wird. Dies driickt die Forderung II(I, p)||q ~° p||q

aus.

Es fallt auf, daf8 die Forderungen (i) und (ii) aus obiger Definition eher semantischer als
technischer Natur sind. So ist der Begriff Reduktionsoperator auch zu verstehen: Er soll
einen gegebenen Prozef zu einem semantisch kleineren, aber im Kontext korrekten Prozef}
reduzieren. Diese Sichtweise verdeutlicht nochmals die Notwendigkeit und den Sinn einer

Quasiordnung in der vorliegenden Arbeit.

Um einen Reduktionsoperator im Rahmen einer praktischen Methode zur Vermeidung der
Zustandsexplosion, wie der R M—Methode, sinnvoll verwenden zu kénnen, wird in dieser

Arbeit folgende technische Bedingung in Definition 2.1 zusitzlich aufgenommen:
(iii) Vp € Processes VI € I(p). | Supny [<I S| A | —num [ S| —p |-

Der reduzierte Prozefl II;(p) soll hochstens soviele Zustinde und Transitionen wie der
Prozef} p besitzen. Dies ergibt sich, wie in Beispiel 1.16 gesehen, nicht als Konsequenz aus
Definition 2.1 (i).

Die nachstehende Proposition ist eine leichte Folgerung der Eigenschaften aus Defini-
tion 2.1:

Proposition 2.2
Sei 11 ein beliebiger Reduktionsoperator. Dann gilt fiir alle p,p',q € Processes und I €

I(p,q):

p~%p’ impliziert II(1,p)||lq~*II(1,p')||q

Beweis
Sei II ein beliebiger Reduktionsoperator, sowie p, p’, ¢ € Processes und I € Z(p, q) beliebig.
Dann folgt die Behauptung mit:

HI(P)”‘I
(Definition 2.1 (ii)) ~* pllq
(p zdp' & Satz 1.20) ~d p’||q

(Lemma 1.25 & Definition 2.1 (i)) A4 II;(p')|g-
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Nun sind die Grundlagen gelegt, um einen konkreten Reduktionsoperator vorstellen zu
kénnen, welcher direkt der einleitend erwihnten Intuition entspricht und mit IT bezeich-
net wird.

Die zentrale Idee der Definition von II ist, fiir einen Proze p € Processes und eine In-
terfacespezifikation I € Z(p) die Reduktion II(I,p) durch die Projektion von p||I auf
die erste Komponente zu definieren. Durch die Betrachtung von p||/I kann II(Z,p) nur
solche Transitionen von p ausfithren bzw. solche Zustinde von p erreichen, die die durch
I spezifizierte Schnittstelle auch erlaubt. Die Projektion sichert, daB II zusitzlich die
technische Forderung (iii) aus Definition 2.1 erfiillt. Formal ist der Reduktionsoperator IT

wie folgt definiert:

Definition 2.3 (Der Reduktionsoperator II)
Sei p = ((Sp, Ay U{7}, —4,1,),p) € Processes und I € I(p).
Dann ist 11 : Interfaces X Processes — — Processes definiert durch

(I,p) — T(I,p) = T1(p) = ((S, —, AU{7}, 1), D),

wobei
1. S={q€ S, |3i€ Sr.q|i € Spy1},
2. A=A,
3.Vq,g € S Vac AU{r}. ¢-% ¢ genau dann, wenn
34,7 € Sr. qlli S '|]7,?
4. Vq € §. q]7 genau dann, wenn ¢, und
5.Vqe SVac€ A qla genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen gilt:

(a) qT,a oder
(b) 3q' € Sp.q—,¢' A A¢ €S g4

Es bleibt natiirlich zu zeigen, daB II ein Reduktionsoperator im Sinne von Definition 2.1
ist. Der Beweis dazu steht im Mittelpunkt des nichsten Abschnitts. Doch zuvor sei der
Blick noch einmal auf Definition 2.3 gerichtet.

Der einzige Unterschied zwischen II;(p) und der Projektion von p||I auf die erste Kompo-
nente betrifft die Undefiniertheiten: II;(p) erbt alle Undefiniertheiten von p und erhilt an
solchen Zustdnden zusétzliche a—Undefiniertheiten, an denen eine a—Transition aufgrund
der Interfacespezifikation I ,,abgeschnitten* (eliminiert) worden ist. Zentral hierbei ist, daf
letztere Undefiniertheiten im globalen Kontext II;(p)||q fiir eine korrekte Interfacespezifi-
kation I fiir die Prozesse p und ¢ wieder verschwinden, denn: Ist eine a—Transition von p
durch eine a—Undefiniertheit Ta ersetzt worden, so verschwindet diese im globalen Kontext

II;(p)||q genau dann, wenn q bzgl. des korrespondierenden Zustands die Ausfiihrung einer

?Beachte: Diese Forderung impliziert bereits, dafi g||? in p||I erreichbar ist.
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a—Transition verhindert, was bei einer korrekten Interfacespezifikation offensichtlich der
Fall ist. Fiir die praktische Anwendung der hier entwickelten R M—Methode ist diese Beob-
achtung von entscheidender Bedeutung. Wie in Kapitel 1 bereits erwéhnt, sind die meisten
Systeme bzw. Prozesse in der Praxis total definiert und T lediglich ein fiir theoretische (bes-
ser: semantikorientierte) Betrachtungen wichtiges Hilfsprédikat. Die R M—Methode basiert
auf Interfacespezifikationen, die in der Praxis aufgrund der Komplexitét der Probleme oft
nur erraten werden kénnen. Wie aber stellt man nun fest (ohne die Korrektheit einer Inter-
facespezifikation explizit beweisen zu miissen), ob tatséchlich II;(p)||q ~¢ p||q gilt, d.h. ob
die durchgefiihrte Reduktion kontexttreu ist? Wie noch implizit bewiesen wird, ist das fiir
total definierte Prozesse genau dann der Fall, wenn II;(p)||q total definiert ist. Dies ist ein
technischer Aspekt der Undefiniertheiten im Zusammenhang mit II. Dabei ist zu beachten,
daf die totale Definiertheit von II;(p)||q i.allg. nicht bedeutet, dal I eine korrekte Inter-
facespezifikation fiir p und g ist, sondern nur, dal die Reduktion bzgl. I kontexttreu ist.
Es kann ndmlich vorkommen, daf} eine Reduktion mit einer inkorrekten Interfacespezifika-
tion kontexttreu ist, falls diejenigen Teile der Interfacespezifikation, die eine kontexttreue

Reduktion verhindern, fiir die Reduktion nicht betrachtet werden miissen.

Zur Veranschaulichung wird eine Reduktion vorgefiihrt, die auch bei der Anwendung der
RM-Methode auf das Beispielsystem ben&tigt wird.

Beispiel 2.4 (Beispiel einer Reduktion mit II)
Betrachte den Proze8 p aus Abbildung 2.1 mit A, = {tkl,tk2,rb2,sb2}. Es sei II1,(p)

rb2

Abbildung 2.1: Beispielprozef p

zu bestimmen, wobei I, die in Abbildung 1.5 definierte Interfacespezifikation ist. Geméif
Definition 2.3 ist der reduzierte Prozef8 II1,(p) im wesentlichen die Projektion von p||I,
auf p. Als Ergebnis der Konstruktion von p||I, mit Hilfe von Definition 1.8 erhdlt man
den Prozefl aus Abbildung 2.2, jedoch ohne die dort eingezeichneten Undefiniertheiten.
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Dieser stimmt schon fast mit Il,(p) iiberein, da nur Punkt (5b) aus Definition 2.3 noch

rb2 / tk2 rb2

tk1

rb2
Abbildung 2.2: Der reduzierte Proze8 IIp,(p)

nicht beriicksichtigt wurde. Abbildung 2.2 zeigt, daB bei der Reduktion Zustdnde und
Transitionen, die in durch I, spezifizierten Kontexten nicht erreichbar wéren, weggefallen
sind. Zur Kennzeichnung von solchen weggefallenen Transitionen fiigt man gemdf Defi-
nition 2.3 (5b) an den Zustdnden, von denen in p die jeweilige Transition ausging, eine
entsprechende Undefiniertheit ein. Somit ist der Proze aus Abbildung 2.2 (mit Undefi-

niertheiten) der reduzierte Proze3 Il ,(p).

2.2 Theoretische Sicht

In Definition 2.3 wurde ein spezieller Reduktionsoperator vorgestellt, von dem in diesem
Abschnitt gezeigt wird, daf} er tatsdchlich ein Reduktionsoperator im Sinne von Defini-

tion 2.1 ist und zusétzlich Bedingung (iii) dieser Definition erfiillt.

Satz 2.5

Die Abbildung 11 : Interfaces X Processes — — Processes aus Definition 2.3 definiert einen

Reduktionsoperator.

Zum Beweis der Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 2.1 werden Hilfsaussagen bené-

tigt, die auch zum Verstdndnis der Definition 2.3 beitragen.

Betrachtung von II bzgl. der Quasiordnung

Hier geht es um Eigenschaften des Reduktionsoperators II, die nicht nur zum Beweis
der Eigenschaft (i) aus Definition 2.3 niitzlich sind, sondern auch eine wichtige Rolle in

Kapitel 4 spielen. Grundlegend dabei ist die folgende Definition:

Definition 2.6 (Halbordnung auf Prozessen)
Seien p = ((Sp, AU{T}, —p,1,),0),9 = ((89 AgU{T}, —4,1,),q) € Processes. Dann
gelte p < g genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
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1. A, = A,.

2. §, C 8, und die Startzustdnde p und q sind identisch.
3. Vp,p"€S8,. p—,p" genau dann, wenn p' -, p".
4. Vp,p" € S,Vac A, p -, p" impliziert p —, p".
5. Vp' € 5,.p'1, 7 genau dann, wenn p'T, 7.

6. Vp' € S,Va € A,. p'l,a genau dann, wenn eine der beiden folgenden Bedingungen
gilt:

(a) p'T,a oder
(b) 3p" € g p' =" N AP’ € Sp.p —p 1.

Es ist zu beweisen, dafl durch < tatséchlich eine Halbordnung auf Prozessen definiert wird.
Diese Eigenschaft von < spielt in diesem Kapitel jedoch keine Rolle, so dafl auf den Beweis
verzichtet wird.

Vergleicht man Definition 2.6 mit Definition 2.3, so stellt man fest, daf} erstere von der
letzteren ,abstammt“, denn die Eigenschaften (1), (2), (5) und (6) aus Definition 2.6
werden sofort durch die Punkte (1), (2), (4) und (5) von Definition 2.3 impliziert. Fiir die
Punkte (3) und (4) mufl man noch Lemma 2.11 zu Hilfe nehmen. Dieser Vergleich liefert

die Aussage und den Beweis des néchsten Lemmas.

Lemma 2.7
Seien p € Processes und I € I(p). Dann gilt II;(p) < p.

Den Zusammenhang zwischen der Halbordnung < und der Quasiordnung  beschreibt

das folgende Lemma:

Lemma 2.8

Fiir alle Prozesse p,q € Processes mit p<gq gilt p gq.

Beweis

Seien p,q € Processes beliebig. Definiere R =4 {(p',p') | p' € S,}. Es ist zu zeigen, dal R
eine Relation im Sinne von Definition 1.15 ist, so dal R C  gilt. Da beide Prozesse nach
Definition 2.6 (2) denselben Startzustand besitzen, gilt insbesondere (p, ¢) € R und damit
auch p gq.

Seien also (p,p) € R, a € A U {r} beliebig und gelte —(pT,a). Verifiziere nun die Eigen-
schaften (1) — (3) aus Definition 1.15.
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1. Angenommen es gilt pf,a, also nach Definition 1.11 fiir ein k£ > 1:

— T

pP= Dy —2q - _;qkaqa-
Dann gilt nach Definition 2.6 (1), (2), (3) und (5) bzw. (6a):
P= Py—p _T_>p kapa‘

Es folgt mit Definition 1.11 pf,a, im Widerspruch zur Voraussetzung —(p1,a).
Somit gilt ~(p,a), also Bedingung (1) aus Definition 1.15.

2. Gelte p==>, P, also nach Definition 1.11 fiir ein [ und k mit [ > k > 1:

_ T T — a T T — —t

P=Pi—p " —pPr —pPri1 —p " ~pP =P

Dann gilt nach Definition 2.6 (1), (2), (3) und (4):

— T T — a T T — —t

P=DP1——q " —¢Pr —qPri1 g """ ——¢P =P

Mit Definition 1.11 ergibt dies p==,7', und wegen (p,p') € R gilt damit Eigen-
schaft (2) aus Definition 1.15.

3. Gelte p==>, 7, also nach Definition 1.11 fiir ein [ und k mit { > k > 1:

_ T T _ a _ T T _
P=DP1—¢ " —7qPr —qDPry1 ¢ """ — ¢ =DP-

Dann folgt p==>, P, denn sonst miifite nach Definition 2.6 (3) und (6b) gelten:
pP= Py —p _T_>p kapa-

Mit Definition 1.11 ergibt sich pf,a, im Widerspruch zur Voraussetzung —(pf,a).
Zusammen mit (p',p’) € R folgt Eigenschaft (3) aus Definition 1.15.

Also ist R eine Relation gem&8 Definition 1.15, womit die Behauptung folgt.

Kontexttreue der Reduktion

Um die Kontexttreue der Reduktion, d.h. II;(p)||g ~? p||q, fiir beliebige Prozesse p,q €
Processes und beliebige Interfacespezifikationen I € I(p,q) zu beweisen, zeigen wir eine

schirfere Aussage:

Satz 2.9 (Kontexttreue der Reduktion)
Seien p,q € Processes und I € I(p,q). Dann gilt p|lg = I;(p)||q-
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Fiir den Beweis dieser Aussage, aus welcher wegen ,,» = s impliziert » ~% s* fiir beliebige
Prozesse » und s und unter Voraussetzung korrekter Interfacespezifikationen die Kon-
texttreue der Reduktion bzgl. des speziellen Reduktionsoperators II folgt, sind die beiden

folgenden Lemmata von zentraler Bedeutung.

Intuitiv besagt das erste, dafl der Reduktionsoperator II nicht ,zuviel abschneidet* (also
im Parallelkontext g erreichbare Zustinde bzw. Transitionen von p auch nach Anwendung
von II bzgl. eines Interfaces I € Z(p, q) erhalten bleiben), falls die zugrundeliegende Inter-
facespezifikation I fiir p und ¢ korrekt ist. Formal bedeutet dies:

Lemma 2.10
Seien p,q € Processes, I € I(p,q), a € A, U {7,€} und p||q ——>;”qp’||q’—a—>p||qp”||q”. Dann
gilt:

1. 31" € S;.p"||I" ist in p||I erreichbar.

; @ 17"
2. p—wunp"

Beweis
Nach Satz 2.17, der das zentrale Resultat des Abschnitts 2.3 sein wird, darf man 0.B.d.A.

davon ausgehen, dafl I eine deterministische Interfacespezifikation ist.
Beweis mittels Induktion nach der Pfadlinge n von pllg —p,, p"[|¢":

Induktionsanfang (n = 0):

D.h. a = € und p|lg = P'||¢' = p"||¢", also p = p' = p" und ¢ = ¢’ = ¢". Wihle
I"=41I, dann ist p"||I" = p||I trivialerweise in p||I erreichbar, also gilt (1). Teil

(2) ist wegen p' —g,,P" trivial.
Induktionsschlufl (n — n+1): (pllg —3, P'lld' 5 " llg")

Nach Induktionsannahme existiert ein I' € §; mit:
(x)  p'||I' ist in p||I erreichbar.

Durch Anwendung des Fensteroperators bzgl. A,N A, erhilt man:

(Plla) (AN Ag) — i (P14 )(ApN Ag) =g (2]]a")(Ap Ag)

mitb:{a falls a € A, {6 fa,llsb:T‘

. Im folgenden sei b’ =
7  sonst b sonst

Nach Induktionsannahme und mit der Voraussetzung (vgl. Definition 1.23)
L((pllg){A,NAg)) C L(I) folgt mit Hilfe von Definition 1.7 und aufgrund des
deterministischen I die Existenz von einem I"” € §; mit I' én I". Dies bedeu-
tet:
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I L (N S L AN [ SN Sy ()
also mit Definition 1.8 Regel (3) und evtl. (5) (falls b’ = a)
P =i oo s Pl =y |8 g1 oo g "I

Zusammen mit (%) ist daher auch p”|[I” in p||I erreichbar, d.h. es gilt (1).
Teil (2) ergibt sich aus der Existenz von obigen ¢’ und 3", der Erreichbarkeit

von p"||¢" in p||I, sowie p'||i' —,; p"||¢" mit Hilfe von Definition 2.3 (3).

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Daf} II;(p) zu einem Prozefl p keine Transitionen ,hinzuerfindet® (also nur Transitionen

enthélt, die bereits in p enthalten sind), besagt das folgende Lemma:

Lemma 2.11

Seien p € Processes und I € I(p) beliebig. Dann gilt:

Vp,p" € Ssuny Vae A, U{r}. p 5., P’ impliziert p'—, p"

Beweis

Seien p',p" € Szu., und a € A, U {7} beliebig.® Dann impliziert p' —*5, ,,p" wegen De-
finition 2.3 (3) 3¢',¢" € S;.p||¢ S, p"||".

1. Fall: a ¢ Ay = (Definition 1.8 (3)) ¢ =14" Ap ->,p".

2. Fall: a € Ay = (Definition 1.8 (5)) ' ——>;i" A p' -, p".

Nun zum eigentlichen Beweis von Satz 2.9:

Bewelis

Seien p = ((8p, AU{T}, —p,1,):0),q = ((85 AU{T}, —4,1,),9) € Processes, I ¢
I(p,q) und A=4 A; = A, N A,. Weiterhin gelten die folgenden Bezeichnungen:

qu ((SlaA?UAqU {T}a—>17T1)7p||Q)
M;(p) = ((Sprs AU {T}7—>PI7TPI)7P)
Mi(p)llg = ((82, AU AU{T} —2,15),pll9)-

Da §; und S, beides Teilmengen der Menge {(p'||¢') |p’' € S,,q' € S, } sind, bleibt zu

zeigen, daf§ §; = 55, —; = —, und T, = T, gilt. Dazu definiere fiir ¢ = 1, 2:
e 57, die Teilmenge aller in n Schritten vom Startzustand aus erreichbaren Zusténde,

e —7, die Menge aller von einem Zustand in S ausgehenden Transitionen, und

3Beachte T ¢ As.



KAPITEL 2. DER REDUKTIONSOPERATOR 40

e 17, das Undefiniertheitspradikat der Zustinde in S?.

Fiihre nun eine Induktion iiber n durch*. Wegen S? = S? = {p||q} ist der Induktions-
anfang trivial. Um den Beweis zu vervollstdndigen, geniigt es, den Induktionsschritt fiir

n > 1 unter der Induktionsannahme S}~ = §7~' durchzufiihren:

1 n—1 __ n—1
. = ——,
n _ Qn
2. §» = §:
n—-1 _ 4sn-1
3. 177 =15

Zunichst ist Punkt (1) des Induktionsschritts zu verifizieren. Beweise dazu die Aquivalenz

Plld —51p"l¢" < P'll¢ —>:p"||¢" anhand der drei anwendbaren Regeln aus Defini-
tion 1.8:

Regel 3: Hier gilt a € (A,\ 4,)U{r} und ¢’ = ¢", so daB man wie folgt schlieflen kann:

leql _‘l_>1pll||qll

(Regel 3) — 7 _a_>P P’
(Lemma 2.10 bzw. 2.115) = 7 _a_>p1 P’
(Regel 3) — p,Hq, _a_>2 p”Hq”

Regel 4: Hier gilt a € (A,\ A,)U{7r} und p' = p", und deswegen:
leql L’l pll||qll

(Regel4) <= ¢ —,q"

(Regel 4) <= p'|l¢ —=,20"||q"

“Beachte, daB hier ausschlieBlich endliche Transitionssysteme betrachtet werden.
®Der Kommentar ,Lemma 2.10 bzw. 2.11¢ ist beim Beweis dieses Lemmas wie folgt zu verstehen: Fiir

die Beweisrichtung ,, = “ wird Lemma 2.10 bendtigt und fiir die Riickrichtung ,, <= “ Lemma 2.11.
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Regel 5: Hiergiltac A, p ——,p" und ¢ >, q¢":
Pllg ——1p"llg"
(Regel 5) — p-,p"Ng .4
(Lemma 2.10 baw. 2.11) <= p' -5, p" A ¢ —5,q"

(Regel 5) <~ Pl >0"|lq"

Also gilt Punkt (1) des Induktionsschritts. Punkt (2) ist eine unmittelbare Konsequenz
aus Punkt (1). Es verbleibt Punkt (3) zu zeigen. Da die 7—Undefiniertheit eines Pro-
zesses durch den Reduktionsoperator II (vgl. Definition 2.3 (4)) unberiihrt bleibt, ist
der Fall der a-Undefiniertheit fiir @ # 7 zu betrachten. Beweise dazu die Aquivalenz

(?'|l¢')T1e <= (?'||¢')T,e¢ anhand der fiinf anwendbaren Regeln aus Definition 1.8:

Regel 8: Hier gilt p'T,a und a ¢ A,, und deswegen:

(Regel 8) <~ pla
(Definition 2.3 (5) (a)®) <= p'T,,a

(Regel 8) <~ (p,qu)Tza

Regel 9: Hier gilt p'T,a und ¢, alsoa € Ay
(P'llg')T,a
(Regel 9) = plaigd >,
(Definition 2.3 (5) (2)") < p'T,,a A ¢ -5,

(Regel 9) = (P]d)].a

ad ¢ <= ”: Die Anwendung von Definition 2.3 (5) (b) ist nicht méglich, denn sonst folgt mit Regel (3)
?'||l¢' =+1 und damit (s.o. bzgl. Regel (3)) p'|l¢' =2 (Widerspruch zur Konstruktion (p'||¢')T,a ).
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Regel 10: Hier gilt ¢'T,a und a ¢ A,:
(#llg')T.a
(Regel 10) <= ¢'T,a

(Regel 10) <= (P'||g")T,a

Regel 11: Hier gilt ¢'T,a und p—,, also a € Ay
(P'llg)T,a
(Regel 11) = lanp >,
(Lemma 2.10 baw. 2.11) <= ¢'T,a A p' 5,

(Regel 11) — (p,qu)Tza

Regel 12: Hier gilt p'l,a und ¢'l,a, und deswegen:

(?'llg')1;a = plandl,a
(Definition 2.3 (5) (a)) = p'T,,a A ¢'T,a
(Regel 12) = (P'||¢)T,a
» &%
(?'llg')1,a = p,aAdl,a

(Definition 2.3 (5)) = (5a) pP'T,a A ¢'1,a = (Regel 12) (p']|¢')1,a
oder (5b)p’ —a—>p A q’Tqa = (Regel 11) (p,qu)Tla

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

"ad “ «< ”: Siche vorige Fufinote.
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Nun kann der Beweis gefiihrt werden, dafl IT ein Reduktionsoperator ist:

Beweis
Zum Beweis von Satz 2.5 sind lediglich die Forderungen (i) und (ii) aus Definition 2.1 zu

verifizieren.

ad (i): Die Aussagen aus den Lemmata 2.7 und 2.8 liefern sofort die Giiltigkeit der
Bedingung II(I,p) p fiir beliebige p € Processes und I € Z(p).

ad (ii): Die Giiltigkeit von II(I, p)||q ~° p||q fiir beliebige p, g € Processes und I € Z(p, q)

ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 2.9.

Aus (i) und (ii) folgt mit Definition 2.1 die Behauptung. Zusétzlich erfiillt IT die technische
Bedingung (iii).

ad (iii): Seien p € Processes und I € Z(p) beliebig.
Nach Definition 2.3 (1) gilt § = {g € 5, |3 i € S1.4q||i € Spz} C S, also folgt

| Sﬁ(r,p) |§ | S,, | .

Die zweite Bedingung | —x;,,,| <|—, | folgt mit Hilfe von Lemma 2.11 ebenso einfach.

Vertréglichkeit von II mit der semantischen Aquivalenz

Die Vertraglichkeit eines Reduktionsoperators II mit der semantischen Aquivalenz ~?

ist bereits durch Proposition 2.2 im Rahmen eines beliebigen Parallelkontextes (:||g) mit
g € Processes gezeigt worden. Dies reicht aus, um die Korrektheit und Optimalitdt der
in Kapitel 3 vorgestellten R M-Methode beweisen zu k6nnen. Dennoch soll hier gezeigt
werden, daf fiir den speziellen Reduktionsoperator II die ,Vertriglichkeit“ allgemeiner

gilt.

Lemma 2.12
Seien p,q € Processes und I € I(p)NZ(q). Dann gilt:

p~?q impliziert TI;(p)~%1I;(q).

Bewelis

Seien p, ¢ € Processes mit p~?gq, sowie I € I(p)NZ(q) beliebig. Ferner sei

ﬁl(p) - ((Sla A}: U {T}a 1, Tl)ap) und ﬁI(q) - ((Sza Aq U {T}a —2, Tz)a Q)'
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Definiere

R:df {(paq) |ﬁ € 81,9 € Sz,ﬁqu}

und zeige, dafl R eine Relation im Sinne von Definition 1.12 ist.® Seien dazu (p,q) € R

und a € A=4 A, = A, beliebig. Dann ist zu zeigen:

1. p ;@ genau dann, wenn ¢ f,a,

2. p==, P impliziert 37.¢==,¢ AP R¢ und

3. §==,¢ impliziert 37.p==,7 A P R7.
Dann gilt R C ~? und wegen (p, q) € R folgt II;(p) ~%II;(g). In den folgenden Beweisen
ist zu beachten, dafl die Eigenschaften aus Definition 2.3 die entsprechenden Eigenschaften

mit schwacher Transitionsrelation bzw. schwachem Undefiniertheitspradikat (vgl. Defini-

tion 1.11) implizieren. Dies gilt analog fiir die operationelle Semantik aus Definition 1.8.

ad (1):

Fallunterscheidung entsprechend den Bedingungen (5a) und (5b) aus Defini-
tion 2.3:

1. Fall: Es gilt Bedingung (5a).

(Definition 2.3 (52)) <= P, a

=
2
&
iy
w2
=
[~]
)

(Definition 2.3 (5a)) <= g f,a

2. Fall: Es gilt Bedingung (5b).
pMha
(Definition 2.3 (5b)) <= 3P € S,.p==,9 A AP € 5.p=,7
(7~"q) = 37 €8.7=,7 N AT € 5. 0=,7

(Definition 2.3 (5b)) <= g ,a

8Beachte bei der Definition von R, daff sich px~?q auf die Prozesse p und g bezieht.
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ad (2): Betrachte dazu wiederum eine vollstéindige Fallunterscheidung:

1. Fall: a ¢ Ay

(Deﬁnition 2.3 (3))

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Def. 2.3 (2) & R)

(Deﬁnition 2.3 (3))

2. Fall: a € A;

(Deﬁnition 2.3 (3))

(Deﬁnition 1.8 (5))
(p~*q & p~7)

(Deﬁnition 1.8 (5))

(Def. 2.3 (2) & R)

(Deﬁnition 2.3 (3))

I 1

|

|

[N

p=17
34,1 € Sr. pl|i =>,r P'||¢’ und p||¢ ist in p||I erreichbar
34,4’ € §1.p==,P, i = i’ und P| ist in p||I erreichbar

3¢.34,4' € S1.§=,¢, i = i, g||i ist in g||I erreichbar u.

—I

P R4g

3¢.34,7 € S1. ql|i =g ¢'||7', ||t ist in g||I erreichbar und

—I

p~'q

3¢. 34,7 € S1. ql|t =g ¢'||#', ||t ist in g||I erreichbar und
P RY

37.7=5.7 A P RY

p=17

34,1 € S1. p||i =>pr P'||¢’ und p||i ist in p||I erreichbar
34,4’ € 81.p==,P, i =>1 ¢ und p||i ist in p||I erreichbar
3¢'. 34,4’ € S1.9=>,¢, i =17, q||i ist in g||T erreichbar

—=I

und p' ~%q

3¢. 34,4 € S1. gt =1 ¢'||#', ||t ist in g||I erreichbar

~d =

und p' ~%gq

3¢. 34,4 € S1. gt =1 ||, gl|¢ ist in g||I erreichbar
und p Rq

37.79==29 NP RT
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ad (3):

Diese Aussage folgt analog zu Teil (2) mit vertauschten Rollen von p und ¢

bzw. p und q.

2.3 Algorithmische Sicht

Bis jetzt ist mit Definition 2.3 nur eine abstrakte Beschreibung des Reduktionsoperators
IT angewandt auf einen Prozel p € Processes und eine Interfacespezifikation I € Z(p)
gegeben. Es stellt sich die Frage, wie man zu gegebenem p und I den reduzierten Prozef}
II;(p) berechnen kann. Dazu bedarf es einer neuen Charakterisierung des Reduktionsopera-
tors II aus einem anderen, eher algorithmischen Blickwinkel heraus. Die zugrundeliegende
Idee ist, die Zustinde des betrachteten Transitionssystems p jeweils mit der Menge aller
Aktionen zu beschriften, die bzgl. der Schnittstelle I (bzw. deren Sprache) von dem be-
trachteten Zustand aus ausgefiihrt werden diirfen. Die Bestimmung dieser Aktionenmenge
ist eine Anwendung der Datenfluflanalyse, wobei das Koinzidenztheorem von Kam und
Ullman [KUT77] eine zentrale Rolle spielt. Einen Einblick in die Datenflulanalyse geben
die Ausfithrungen in Anhang C. Als Ergebnis erhélt man neben einem korrekten, effektiven
Algorithmus, welcher die abstrakte Charakterisierung des Reduktionsoperators II in eine
Berechnung umsetzt, auch ein wichtiges theoretisches Ergebnis, ndmlich die Reprdsenta-
tionsunabhdngigkeit. Diese besagt, dafl der reduzierte Prozef II;(p) bzgl. p nur von der
Sprache L£(I) der Interfacespezifikation I und nicht von deren Prozefstruktur abhingt.
Diese Unabhingigkeit erlaubt insbesondere bei theoretischen Beweisen (wie im Beweis
von Lemma 2.10), statt einer nichtdeterministischen eine dazu sprachéquivalente deter-
ministische Interfacespezifikation zu betrachten. Ausgangspunkt ist zunéchst die folgende

Beobachtung:

Proposition 2.13 (IL,—~Mengen)
Sei p € Processes und I € Z(p). Definiere fiir ¢ € S, die Menge

Lr(a) = {a € ArU{e} | 3qlli € Sppri-Sor}.
Dann ist II;(p) bereits durch die Mengen IL, =4 L1(q)U (A, \ Ar)U{r} und folgende

Konstruktionsvorschrift fiir ¢ € S, bestimmt:

1. Ist € ¢ IL,, so eliminiere den Zustand q und alle zu q fiihrenden und von ¢ ausge-

henden Transitionen.

2. Gilt ¢—=,, aber a ¢ IL,, so eliminiere alle von q ausgehenden a—Transitionen und

fiige qTa der Divergenzrelation hinzu.
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Die Mengen IL, (fiir ¢ € S,) enthalten diejenigen Aktionen bzgl. des Zustands g, die in
dem durch die Interfacespezifikation I beschriebenen Kontext erlaubt sind. Eine wichtige
Rolle spielt in diesem Zusammenhang €. Ist € € IL,, so bedeutet dies, dafl der Zustand q in
S liegt,® also g im reduzierten Prozef II;(p) erreichbar ist; denn in diesem Falle reduziert
sich die Bedingung 3 g||¢ € Sp;. i—7 in der Definition von £;(g) zu 3¢z € Spr. ° Nun

zum Beweis von Proposition 2.13:

Beweis
Um den Beweis der Korrespondenz zwischen Definition 2.3 und obiger Konstruktionsvor-

schrift zu fiithren, geniigt es, folgendes zu zeigen:
1.Vge$5,. g€8§ <= eclIL, und
2. Vge SVae AU{T}. ¢> <<= ¢, ANaclL,
Dabei ist zu beachten, dafl:
e nach Definition 2.3 (2) A = A, gilt,

e nach Definition 2.3 (4 & 5a) genau wie in obiger Konstruktionsvorschrift Undefi-

niertheiten an Zustdnden aus S, erhalten bleiben und

e nach Definition 2.3 (5b) genau wie in obiger Konstruktionsvorschrift a—Undefiniert-
heiten zusétzlich nur an solchen Zustinden ¢ € S entstehen, an denen eine a-

Transition in p durch Anwendung von II; gestrichen wurde.

Beweis von (1):

Sei g € 5, beliebig.

“.
5 = -

ge s
(Definition 2.3 (1)) = di€ Sr.qlli € Sz
= 3i€ 8. qlli € Spyr A qlli—prqllé
= 3qlli € Spyr- qlli
= 3q|li € Spyr- i—>1

(Deﬁnition von ILq) = €c ILq

°Es gelte wieder ﬁ](p) =((S,—,Au{r},1),p)

10Beachte, daB fiir jeden Zustand s eines Prozesses s —> s und damit s — gilt.
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«.
p & i

ecllL,
(Deﬁnition von ILq) = 3 q||z € SPHI‘ i—E—>I

(Deﬁnition 2.3 (1)) = q€8

Beweis von (2):

Sei ¢ € § und a € AU {7} beliebig.

«.
w =

Fall 1: a € (A\ A7) U {7}

g%

(Definition 2.3 (3)) = i€ S qlli—Syr
(Definition von IL, und Definition 1.8 (3)) = a € IL, A ¢—,
Fall 2: a € A; U {€}
-5
(Definition 2.3 (3)) = Ji€ S qlli Sopr
= 3qlli € Spyr- qlli i
(Definition 1.8 (5)) = qlli € Spr- i1 A g5,

(Deﬁnition von ILq) = aclL;Ng —a—>p

48
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“.
gy &=t

Fall 1: a € (A\ A7) U {7}

aclIL, Ag—,
(Definition 2.3 (1)) = i€ S qlli€ Sy A g
(Def. 1.8 (3) und glli € Spyz) = i € Sr. gli —Spr A

g||? ist in p||I erreichbar

a

(Deﬁnition 2.3 (3)) = qg—

Fall 2: a € AU {e}"!

a€ll, A g,

(Definition von IL,) =  Jq||i € Spyr- i -1 A g,

(Definition 1.8 (5)) = 34q||i € Spyr- qlli —Sopyr

(qlli € Spy1) = i€ 8. q||i 5,1 A g||i ist in p||T erreichbar
(Definition 2.3 (3)) = ¢

Entsprechend der Vorbemerkungen folgt die Behauptung.
Mit Hilfe dieses Satzes 1Bt sich II;(p) genau dann berechnen, wenn L;(q) (fir ¢ € §,)

berechenbar ist. Um dies zu erkennen und um ein effektives Verfahren angeben zu kénnen,

wird ein weiterer Zwischenschritt ben&tigt:

Lemma 2.14
Seiq € §, und Li(q) =g {a € A;U{e} |dv e Aj.av e U{ L(3) | q||i € Spyz } } die Menge
aller Prifixe der Linge 1 '? der Sprachmenge |J{ L() | q||¢ € Spyr }. Dann gilt:

L1(q) = L1(q)-

'Beachte: a € ArU{e} C A, U{e}

12 A1s solches soll hier auch € verstanden werden.
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Beweis
Beim Beweis ist zu beachten, daf} eine Interfacespezifikation I nach Definition 1.23 total
definiert ist. Auflerdem gilt nach Definition 1.7 fiir einen beliebigen Prozef » € Processes:

€ € L(r). Sei nun a € A; U {€} beliebig.

»E¢
ac L;(q)
(Definition von £1(q)) = 34||i € Spyr- i —21
Fall (1) :a=¢
(Wshle v =€) = dq|ji € Sy v e Aj.av € L(3)
Fall (2) : a # ¢
(Definition 1.7)'3 = Jq|li € Spyr- La(5) # 0
(Definition 1.7)** = 3Jq|li€ Spr-Fv e Ar.av € L(d)
Insgesamt: = JveAr.av e U{L(?)]qlli € Spyr }
(Definition von £5(q)) = a € Li(q)
~

a € Li(q)
(Definition von £3(g)) = 3Jv e Ay.ave U{L(%)]4q|i € Sy}
= dqlli€ Spr Jv e Aj.av € L(1)
Fall (1) :a=¢

(i—514) = dqli € Spr- it 1

BBeachte: 33’ € Sr.71 574 und € € L(z'") # 0.
“Wihle v € L4(3) # 0 beliebig.
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Fall (2) : a # ¢
(Definition 1.7)'® = 3q|li € Spyr.i=2>1
(vgl. Definition 1.11) = I || € Spyr &' € Sr. 1 g —>p i~
(Definition 1.8 (4)) = q|[s € Spyr 34" € Sz qlli —ppr o ——ppr qllé' A
i g
= 3qlli' € Sppr- i 1

Insgesamt:

(Deﬁnition von L',I(q)) = ac EI(Q)

Im folgenden wird eine Prozedur vorgestellt, die fiir ¢ € §, die Sprachmengen

UL LG [alli € Spir }

berechnet. Dabei handelt es sich um eine Anwendung der Datenfluflanalyse, deren Grundla-
gen in Anhang C erldutert werden. Aufgrund der effizienten Berechenbarkeit dieser Mengen

sind auch die Mengen £;(q) effizient berechenbar.

Kern der Prozedur sind die folgenden Funktionen, die das fiir die Datenfluflanalyse bend-
tigte lokale abstrakte Semantikfunktional definieren, wobei Languages die Potenzmenge

von Aj bezeichnet:

El': Languages — Languages

definiert durch

L, fallsac A;

L sonst

£1(c) - {

Dabei bezeichnet £, die Menge aller a—Suffixe von £ (vgl. Definition 1.7).

!5Beachte a # ¢, und I ist total definiert.
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Beachte dabei, dafl die Funktionen £ nicht von der speziellen Struktur der Interfacespe-

zifikation I, sondern nur von deren Alphabet A; abhiingen.

Um diese Funktionen im Rahmen einer DatenfluBanalyse sinnvoll anwenden zu kénnen,
miissen sie, wie im Anhang C gezeigt wird, additiv sein. Diese Eigenschaft ist eine Voraus-
setzung des Koinzidenztheorems, welches die Korrektheit und die Optimalitit der unten

angegebenen Prozedur garantiert. Tatséchlich gilt:

Lemma 2.15 (Additivitit der &)
Die Funktionen &I sind additiv, d.h. es gilt:

E(U{Lelk20}) = U{&(L)Ik>0}

Folglich sind die Funktionen £! insbesondere monoton.

Bewelis

Betrachte zum Beweis die folgende Fallunterscheidung:

Fall 1: a¢ A
E(U{Lulk>0})
(a ¢ Ar) = U{Lulk>0}
(Cx = &i(Le),daag Ar) = U{&(Le)|k>0}
Fall 2: ac A;
U{&(Lu)[k>0}

(EX(Lr) = (Lk)a, da a € Ar)

U{(L)alk >0}

(U{Lxlk=0})a

(a € Ar) EU{Lrk>0})

Die iterative Prozedur berechnet zu jedem Zustand des betrachteten Transitionssystems

approximativ die gewiinschten Sprachmengen und besteht aus zwei Schritten:
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1. Initial wird der Zustand p mit £(I) und alle anderen Zustinde mit

der leeren Menge (bzw. Sprache) beschriftet.

2. Falls ein Zustand ¢ momentan mit £ beschriftet und ¢’ einer seiner

a—Nachfolger ist, dann fiige £I(L£) zur momentanen Beschriftung von

¢’ hinzu, bis ein Fixpunkt erreicht ist.

Wie in Anhang C beschrieben wird, berechnet diese Prozedur mit Hilfe der (lokalen ab-
strakten Semantik—) Funktionen &I einen kleinsten Fixpunkt. Eine effiziente Realisierung
dieser Prozedur mittels eines sogenannten Workset-Algorithmus ist ebenfalls in Anhang C
angegeben. Die zugehérige Zeitkomplexitit kann durch das Produkt der Anzahl der Tran-
sitionen von p und der Anzahl der Zusténde von I abgeschiitzt werden. Daf} diese Prozedur

die gewiinschten Sprachmengen berechnet, besagt der folgende Satz:

Satz 2.16 (Korrektheit der Prozedur)
Bzgl. eines Prozesses p € Processes und einer Interfacespezifikation I € I(p) beschriftet
die obige Prozedur jeden Zustand q € S, mit der Menge U { L(i)|q||i € Sp1 }-

Beweis

Die Aussage ergibt sich sofort mit Hilfe des Koinzidenztheorems (vgl. Satz C.3), des-
sen Voraussetzung wegen Lemma 2.15 erfiillt ist. Das Koinzidenztheorem besagt, dafl die
durch obige Prozedur berechnete ,,minimal fixed point“-L&sung mit der gewiinschten ,,join
over all paths“~Losung |J{ £(7)|q||i € Spz } tibereinstimmt (vgl. Lemma C.4), falls die

betrachteten Semantikfunktionen (hier: £ ) additiv sind.

Somit ist durch Proposition 2.13 und obige Prozedur ein effizienter und nach Satz 2.16

korrekter Algorithmus zur Berechnung eines reduzierten Prozesses gegeben.

Die obigen Betrachtungen liefern ein wichtiges theoretisches Resultat, welches in den Be-
weis von Lemma 2.10 eingegangen ist, ndmlich die Reprdsentationsunabhdngigkeit. Grund-
legend ist die folgende Beobachtung:

Bei der Konstruktion der IL,~Mengen, d.h. insbesondere bei der Berechnung von £}(q),
wird lediglich die Sprachmenge £(I) benétigt, welche von der Prozefistruktur der betrach-
teten Interfacespezifikation I unabhingig ist. Insbesondere macht es keinen Unterschied,
ob I eine deterministische oder eine nichtdeterministische Interfacespezifikation ist. Formal

ist somit der folgende Satz giiltig:

Satz 2.17 (Repréisentationsunabhingigkeit)
Vp € Processes VI, I' € I(p). L(I) = L(I') impliziert 1I;(p) = II;:(p)

Weitere Eigenschaften von II

Um die Ubersicht der Eigenschaften des Reduktionsoperators II, die aus obiger algorith-
mischer Betrachtung gewonnen werden kénnen, zu erweitern, sei hier die folgende Propo-

sition angegeben:
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Proposition 2.18
Fiir alle Prozesse p € Processes und Interfacespezifikationen I,I' € I(p), sowie fiir alle

Mengen L beobachtbarer Aktionen gilt:
1. L(I)CL(I') impliziert 1;(p) < (p), also insbesondere II;(p) Il (p).
2. L(p{Ar)) C L(I) impliziert II;(p) = p.

3. T (p{A; ULY) = (TL;(p)) (A U L).

Beweisskizze

Die erste Aussage ergibt sich als Konsequenz der Monotonie der Funktionen &I (vgl.
Lemma 2.15) und der Tatsache, dafi weniger méchtige IL,—~Mengen bzgl. der Halbord-
nung < kleinere Prozesse liefern.

Die zweite Aussage resultiert aus der Beobachtung am Algorithmus, dafl eine Reduktion
bzgl. einer Interfacespezifikation, deren Sprache £(I) die Sprache L(p{.Ar)) enthélt, keinen
Effekt auf p hat. Sie ist also trivial, da in allen JL,~Mengen zumindest die Transitionsbe-
schriftungen der g—Nachfolgertransitionen enthalten sind.

Der Grund fiir die Giiltigkeit der dritten Aussage ist, dafl sowohl die Aktion 7 als auch
die Aktionen a mit a ¢ A; per Definition in jeder I L,~Menge enthalten sind.



Kapitel 3

Anwendung des

Reduktionsoperators

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie man einen Reduktionsoperator in eine Methode zur
kompositionellen Minimierung endlicher verteilter Systeme einbetten kann. Dazu wird
eine kompositionelle Methode betrachtet, die R M—-Methode, deren Korrektheit und Op-
timalitdt mit den in Definition 2.1 geforderten Eigenschaften eines Reduktionsoperators
bewiesen werden kann. Anschlielend wird die RAM—-Methode bzgl. des speziellen Reduk-
tionsoperators II anhand des begleitenden Beispiels demonstriert. Die Michtigkeit der
RM-Methode wird mit Hilfe eines weiteren Beispielsystems verdeutlicht, welches den
wechselseitigen Ausschlufl beim Zugriff beliebig vieler identischer Prozesse auf eine ge-
meinsame Ressource modelliert. Mit einer kritischen Betrachtung der Vor— und Nachteile

der R M—-Methode schliefit dieses Kapitel ab.

3.1 Die RM—-Methode

In diesem Abschnitt soll die RAM-Methode zur Minimierung endlicher verteilter Systeme
vorgestellt werden. Zweck der R M—-Methode soll es sein, unnétig komplexe Zwischentran-
sitionssysteme wihrend der Konstruktion des minimalen Transitionssystems zu vermeiden.

Die RM-Methode soll dazu den folgenden Anforderungen geniigen:

o Sie sei auf Systeme der Form P = (pi||---||p.)(L) anwendbar, wobei die p; fiir
1 <4 < n als Transitionssysteme gegeben seien.
Diese ,,Standard Concurrent Form®, wie sie in CCS genannt wird, ist fiir das Pro-
blem der Zustandsexplosion verantwortlich. Sie charakterisiert die Prozesse, die fiir
Analyse— und Verifikationsmethoden, welche auf Transitionssystemen arbeiten, kri-

tisch sind.

e Sie niitze lokale und globale Kontextabhingigkeiten aus.
Das erfordert, dal die Methode zwei Arten der Minimierung beriicksichtigt: eine

bzgl. des lokalen und eine bzgl. des globalen Kontextes.

55



KAPITEL 3. ANWENDUNG DES REDUKTIONSOPERATORS 56

1. Die Minimierung bzgl. des jeweiligen lokalen Kontextes geschieht durch Anwen-
dung der Funktion M, welche zu einem Transitionssystem ein ~¢ — dquivalen-
tes Transitionssystem mit (in der Aquivalenzklasse) minimaler Zustandsanzahl

konstruiert.

2. Die Minimierung bzgl. des jeweiligen globalen Kontextes geschieht durch An-
wendung eines Reduktionsoperators II, dessen Nutzen im vorangegangenen Ka-
pitel ausfiihrlich beschrieben wurde. Dazu werden Interfacespezifikationen I;
fiir 1 < i < n bendtigt, die vom Programmentwickler gegeben sein miissen. Die

i—te Interfacespezifikation I; beschreibt dabei die Schnittstelle zwischen den

Teilsystemen (p1 | - - - ||p;) und (piyall -« ||pa)-

e Sie sei im folgenden Sinne kompositionell:
Will man die RM-Methode auf mehrere Systeme mit teilweise gleichen Parallel-

komponenten anwenden, etwa

P = (pull - [Ipellpesall - -llpm)(L) und Po = (Pl - -+ [[PellPhsall - - [IPR){L)

und gilt fiir die betrachteten Interfacespezifikationen

L eIl llps piall---[[pm) und L € I(pall---llpis piyall - -+ [l2n)

fiir 1 < ¢ < k, so seien die Reduktions— und Minimierungsschritte der R M—-Methode
bzgl. des Teilsystems p; || - - - ||px sowohl fiir die Minimierung des Systems P, als auch

fiir die des Systems P, verwendbar.

e Sie niitze die Korrespondenz zwischen Parallel- und Fensteroperator (vgl. Lem-
ma 1.10) aus.
Das Ziel dabei ist, ein ~¢ — &quivalentes System zu betrachten, in dem in jeder
Parallelkomponente moglichst viele Transitionen mit 7 beschriftet sind, damit die

Funktion M moglichst viele Zustdnde zusammenfassen kann.

e Ergebnis der RM-Methode sei das Transitionssystem P,, welches stets P, P
erfiille (Korrektheit der Methode). Falls die gegebenen Interfacespezifikationen kor-
rekt sind, soll es zusétzlich in derselben ~%—Aquivalenzklasse wie das Transitions-

system P liegen und in dieser eine minimale Zustandsanzahl haben (Optimalitit der

Methode).

Die RM-Methode konstruiert ausgehend von einem System

P = (llnpelln - llr.pa )(L)
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sukzessive die Zwischentransitionssysteme P;:

(P1llry Pollr, - -+ [a s Po )(L)-
N——

Py
———

[’

7.
Dabei seien die P; fiir 1 < ¢ < n wie folgt definiert:
o P1 =4 M(Il;,(M(p:{Ar,UL)))),
o Py =g M(Ir.(M((Pioslpe) (ALU L)) fiir 2<i<n—1und
o Prn =g M((Pr-1llpa)(L)).

Die RM—-Methode basiert prinzipiell auf dem in der Einleitung erlduterten naiven Ansatz,
bei dem zusétzlich noch die Parallel-/Fensteroperator-Korrespondenz und ein Reduktions-

operator beriicksichtigt werden.

Betrachte die Definition von einem P; (2 < ¢ < n—1) von innen nach auflen:

Zunichst wird eine weitere Parallelkomponente hinzugenommen und mit Hilfe des Fen-
sters (A;,U L) (nebst anschlieBender Anwendung von M) die Parallel-/Fensteroperator-
korrespondenz ausgenutzt. Dann wird der Reduktionsoperator II zur Reduktion bzgl. des
globalen Kontextes und abschlieflend die Funktion M zur Minimierung bzgl. des lokalen

Kontextes angewandt.

Im folgenden werden theoretische Aspekte der RAM—-Methode, insbesondere deren Kor-
rektheit und Optimalitit, behandelt. Dabei seien P und P; wie oben definiert, sowie fiir
1<1<n

Q; =df (Pz'+1|| Tt ||Pn)

Q. ist dabei der bzgl. des Paralleloperators neutrale Prozef} (,,neutrales Element“), welcher

ein leeres Alphabet und lediglich einen Zustand besitzt.

Fiir die Korrektheit der R M—Methode spielt folgender Satz, welcher unabhéngig von der
Korrektheit der Interfacespezifikationen I; giiltig ist, die entscheidende Rolle:
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Satz 3.1 (Korrektheit der Methode)
Vi<i<n (P]|Q:){L) P.
Beweis
Beweis mittels Induktion {iber i:
Induktionsanfang (i = 1):
(P1]1@1){L)
(Deﬁnition von 'Pl) = (M(HII(M(pl <A11U L>)))||Q1)<L>
(Prop. 1.19 & Satz 1.20 & Definition 2.1 (1)) (p1<A11U L>||Q1)<L>
(Lemma 1.10) = (p1||Q1)<L>
(Deﬁnition von 'P) = P
Gelte nun (P;_1||Qi—1)(L) P fiir ein ¢ > 1.
Induktionsschritt (i—1 — i):
1. Fall: 2 <7 <n-1
(PillQ:)(L)
(Definition ) = (MIL(M((Pi-1llpi) (AU L)) Q:)(L)
(Prop. 1.19 & Satz 1.20 & Definition 2.1 (1)) ((73,-_1||p,-)<AI,.U L>||Q,)<L>
(Lemma 1.10) = ((Piallp:)||Qi)(L)
(Prop. 1.9) = (Pi-all(mil|Q:))(L)
(Deﬁnition von Q,'_l) = ('P,-_1||Q,-_1)<L>

(Induktionsannahme ) P

58
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2. Fall: i =n

(Pnl|@n){L)
(Definition von @) = Pu(l)
(Definition von P,,) = (M((Pa-rllpa){L)))(L)
(Prop. 1.19 & Satz 1.20 & Definitionen 2.1 (i) und von (-)) (Pr-1llpa)(L)
(Definition von Qn_1) = (Pa-1/l@n-1){L)
(Induktionsannahme) P

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.
Dieses Lemma garantiert wegen P,, P die Korrektheit der R M-Methode. Unter Korrekt-

heit der Methode ist zu verstehen, daB eine erfolgreiche Verifikation einer ~¢ — konsisten-
ten Figenschaft fiir P, die Giiltigkeit dieser Eigenschaft fiir P impliziert. Deswegen ist der
Begriff einer Quasiordnung in diesem Zusammenhang unentbehrlich und geht in die De-
finition eines Reduktionsoperators mit ein. Inkorrekte Interfacespezifikationen fithren also
nicht zu falschen Beweisen, sondern kénnen nur zur Folge haben, dafl eine fiir P giiltige
Eigenschaft nicht mit Hilfe von P, bewiesen werden kann. Um diesen Erfolg zu garantie-
ren, ist die Korrektheit der Interfacespezifikationen eine hinreichende Voraussetzung. In

diesem Fall gilt sogar P, ~% P, wie der Beweis des folgenden Satzes zeigt:

Satz 3.2 (Optimalitit der Methode)
Vi<i<n. (Vj<i I; €Z(pi]---|lp;»@Q;)) impliziert (P;||Q:){L) ~* P.

Bewelis

Beweis des Satzes mittels Induktion iiber <:

Induktionsanfang (i = 1):

(Pol|Q1)(L)
(Deinition von 1) = (M(IL, (M(pr (AU L)) Q1)(L)
(Definition von M & Satz 1.20) ~d (T, (M(py (A U L))]|@1)(L)
(Proposition 2.2 & Satz 1.20) ~t (T, (py (Ar U L))[|Qu)(I)

(Def. 2.1 (ii) & Lemma 1.26 & Satz 1.20) ~% (p,(A;,UL)||Q1)(L)
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(Lemma 1.10) = (p1||Q1)<L>

(Deﬁnition von 'P) = P

Gelte nun fiir ein 7 > 1:

Vi<i I; € Z(pi]|---||pj, Q;) impliziert (Pi_1||Qi_1)(L) =*P.
Induktionsschritt (i—1 — i):

Hier wird die folgende Hilfsaussage benétigt:
(x) L eZI(pll--|lp;, Qi) impliziert I; € T(M((Pi1|lp:){Ar.U L)), Q:)

Die Hilfsaussage folgt mit Definition 1.23 aus

L(L) 2 L(((pull -+ llpe) Qi) (Ar))

(Def. Q;, Prop. 1.9, Satz 1.20 & Lemma 1.22) = L((p1]| -+ ||pa){Ar))

(Ind.~Vor. fiir L = Az, & Lemma 1.22) = L((Pi-1|Qi-1){AL))

(Def. Qi_1, Prop. 1.9, Satz 1.20 & Lemma 1.22) = L(((Pi_1||p:)]|Q:){Ar))

(Lemmata 110 & 1.22) = L(((Pi-allp)AnU L)|Q:){AL))
(Definition von M, Satz 1.20 & Lemma 1.22) = L({((M((Pi_1l|p:){Ar,U L))||Q:){Ar))

1. Fall: 2 <7 <n-1

(P:ll@:){L)
(Definition P; ) = (M (M((Pi-1llp:)(Ar,U L)))|Q:)(L)
(Deﬁnition von M & Satz 1.20) ~4 (HI,.(M((P,'_1||pi)<AI,-U L>))||Qz)<L>

((+) & Definition 2.1 (ii) & Satz 1.20)  ~% (M((Pi_1||p:){ AU L))||Q:){L)
(Definition von M) ~® ((Pi-allps)(AnU L)||Q:){L)
(Lemma 1.10) = ((Picallpe)l|Q:){L)

(Prop. 1.9 & Def. von Qi1 & Satz 1.20) ~% (P;_1||Qi_1)(L)

(Induktionsannahme ) ~ P



KAPITEL 3. ANWENDUNG DES REDUKTIONSOPERATORS 61

2. Fall: i =n

(Pull@n)(L)
(Deﬁnition von Qn) = Pn<L>
(Deﬁnition von 'Pn) = (M((Pn_1||pn)<L>))<L>

(Definition von M bzw. {-) und Satz 1.20) ol (Po_1|lpa)(L)
(Deﬁnition von Qn_l) = (Pn—1||Qn—1)<L>
(Induktionsannahme ) ~d P

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Wie in Kapitel 2 bereits erldutert, ist P in der Praxis meist total definiert, und in diesem
Fall liefert ein Reduktionsoperator nach Definition 2.1 (ii) ein im Kontext &quivalentes

System. Dies ist der Grund fiir die Giiltigkeit des folgenden Korollars:

Korollar 3.3
Sei P total definiert. Dann gilt: P, ~* P genau dann, wenn P, total definiert ist.

Bewelis

Zum Beweis sind zwei Richtungen zu zeigen:

» = % Gelte P, ~¢ P.
Da P nach Voraussetzung total definiert ist und nach Definition 1.12 nur solche

Prozesse ~? — #quivalent sein kdnnen, deren Undefiniertheitspradikate gleich

sind, ist auch P, total definiert.

» < “:  Es gilt nach Voraussetzung:

e P, P, sind total definiert.
e P, P (nach Satz 3.1 fiir s = n, beachte P, (L) = P,).

= (Proposition 1.19) P, ~¢ P .

Folglich reduziert sich der Beweis von P,~?P in der Praxis auf das Uberpriifen der totalen
Definiertheit von P,,, so dal mit der R M—-Methode nicht—kontexttreue Reduktionen, die
aus inkorrekten Interfacespezifikationen resultieren, anhand von in P, auftretenden Un-

definiertheiten erkannt werden kénnen.

Die folgenden Anwendungsbeispiele basieren auf der R M-Methode bzgl. des speziellen
Reduktionsoperators II.
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3.2 Anwendung der RM—-Methode auf das Beispielsystem

In diesem Abschnitt wird die RM-Methode zundchst auf das begleitende Beispiel 1.1

angewandt.

Nach der in Abschnitt 3.1 vorgestellten R M-Methode, wobei hier speziell II = II gewéhlt

wird, sind die wie folgt definierten Prozesse P;, P, und Ps; zu berechnen:

Py = M(I0, (M(P{{tkl,tk2,7b1,5b1})))),
Py = M(I0L, (M((P1||B){{tkl,tk2,7b2, s62})))) und
Ps = M((Pa]| o) ({tk1, th2})).

Durchfiihrung der Reduktion

e Berechnung von P;:

Man geht von dem Prozef P, ({tk1,tk2,rbl, sbl}) aus, welcher in Abbildung 3.1 dar-

gestellt ist. Die Anwendung des inneren M-Operators lafit diesen Prozefl unverén-

. ke L0y

@
L(l
(19/R, s

tk1 shl

‘ E_Z 13
® ®
L(I,) rbl L(

Ill)
Abbildung 3.1: P,

dert, ist also trivial. Nun wendet man darauf den Reduktionsoperator II bzgl. I, an,
der die in einem durch I, spezifizierten Kontext unerreichbaren Zustinde und Tran-
sitionen ,,abschneiden® soll. Man fiihrt dazu den in Abschnitt 2.3 entwickelten Algo-
rithmus durch. Zundchst werden die Zusténde p;;, p1s, P13 und py4 gemif Satz 2.16
und der auf Seite 52 vorgestellten Prozedur unter Benutzung der Funktionen £I*
mit jeweils einer Sprachmenge beschriftet. Das Ergebnis dieser Beschriftung ist in
Abbildung 3.1 bereits eingetragen. Die gesuchten Mengen I L, erhélt man jeweils als
Menge der Prifixe der Lange 1 der entsprechenden Sprachmengenbeschriftungen:
IL,,, = {tkl,€},IL,,, = {rbl,tk2,e},IL,, = {sbl,e} und IL,,, = {rbl,tk2,¢€}.

IL,,, bzw. IL, , enthalten die fiir die Reduktion unnétigen Elemente tk2 bzw. rbl,
die aufgrund der bzgl. der Sprache ,,gréfer® als erforderlich definierten Interfacespe-

zifikation I; als ,Redundanz“ auftreten. Damit ergibt sich nach dem Algorithmus
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aus Proposition 2.13 eine triviale Reduktion,' d.h. hier sind alle Zustinde und Tran-
sitionen auch in einem durch I, spezifizierten Kontext erreichbar. Die abschlieflende

Anwendung des dufleren M—-Operators ist wiederum trivial, d.h. es gilt P; = P;.

e Berechnung von P,:

Dazu ist zundchst der Proze (P,||B)({tkl,tk2,rb2,sb2}) zu konstruieren, der in
Abbildung 3.2 dargestellt ist. Die Anwendung des inneren M—Qperators liefert die

Rl tk2

q
- ? pe
sh2 rb2|| sh2
. rb2 \* k2 & q
9% w2 g $ 4
tk1l [tkl tk1l T
® @ L]
q6 sh?2 ‘q2 T q3
rb2 || sh2
;. q7

Abbildung 3.2: (Py||B)({tkl, tk2,rb2, sb2})

Aquivalenz der Zustinde gs und g7, g5 und gy, sowie g; und g, wodurch der be-
obachtungsiiquivalente Prozefl aus Abbildung 3.3 entsteht.? Fiir dessen Reduktion
bzgl. I,, die bereits in Beispiel 2.4 vorgefiihrt wurde, sind wiederum die I L,~Mengen
nach dem oben erwdhnten Schema zu berechnen. Die Zustandsbeschriftungen sind
dabei bereits in Abbildung 3.3 eingetragen, und man erhdlt IL, = {tk1,7b2,¢},
IL,, = {tk2,e} =IL,,, IL,, = {sb2,e} und IL,, = 0 = IL,,.

Die Zusténde gg und ggr sind aufgrund ihrer Beschriftung mit der leeren Menge

44 59 qe7

in einem durch I, spezifizierten Kontext nicht erreichbar und fallen deshalb weg,
ebenso die von diesen Zustédnden ausgehenden und die zu diesen hinfiihrenden Tran-

sitionen, wobei die letzteren durch entsprechende Undefiniertheiten ersetzt werden.

!Beachte, dafl man i.allg. einen bzgl.  kleineren Prozef erhilt.

2Im folgenden werden die so zusammengefafiten Zustinde mit g¢7,gs9 bzw. g34 bezeichnet.



KAPITEL 3. ANWENDUNG DES REDUKTIONSOPERATORS 64
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sh2

L9,

sh2 .'-('22) L(|21)

tk1 tk1

S 0
6 m2 Ll

Abbildung 3.3: M((P:||B){{tkl,tk2, rb2, sb2}))

Das Ergebnis der Anwendung des Reduktionsoperators II;, gibt Abbildung 3.4 wie-
der. Durch diese Reduktion ist ein bzgl.  echt kleineres System entstanden. Ab-

rb2 / tk2 rb2

®
sh2

tk1
tk1

rb2
Abbildung 3.4: Nach Anwendung von II;,

bildung 3.5 stellt den Prozefl P, dar, wobei durch die Anwendung des dufleren M-
Operators auf den Prozefl aus Abbildung 3.4 die Zustinde g3 und g4 zu einem Zustand

verschmelzen.

e Berechnung von Pj:

Die Konstruktion von (P,||P,)({tk1,tk2}) ergibt den Prozefl aus Abbildung 3.6. Man
beachte hierbei, dafl die bei der Konstruktion von P, entstandenen Undefinierthei-
ten verschwunden sind, da ihre Ausfiihrung gemdf Definition 1.8 vom ProzeB P,
verhindert wird. Eine letzte Anwendung des AM—-Operators 188t auch noch die 7-

Transitionen verschwinden, und man erhlt fiir P; den Prozefl aus Abbildung 3.7.
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rb2 tk2
rb2

tk1
sh2 tk1

Abbildung 3.5: P,

w

@<« L J
tk2 T
® °
T

Abbildung 3.6: (P,||P,)({tk1, tk2})

tk1

tk2

Abbildung 3.7: P;
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Da Sys und P; total definiert sind, gilt nach Korollar 3.3 P3; ~% Sys. Das Ergebnis der

Reduktion deckt sich mit der intuitiven Vorstellung, dafl nach auflen nur das ,,Kreisen“

des Tokens iiber die Kanéle tk1 und tk2 sichtbar ist.

Betrachtung des Beispiels fiir eine inkorrekte Interfacespezifikation I,

Betrachte die inkorrekte Interfacespezifikation I, fiir P;||B und P, aus Abbildung 3.8, die
aus I, durch Vertauschen der Aktionen rb2 und tk2 entsteht. I, ist nicht korrekt, da sie den

geforderten wechselseitigen Ausschlufl nicht garantiert, denn: I, beschreibt eine Situation,

bei der das Token an den ProzeBl P, weitergereicht wird, bevor P, die Nachricht aus dem

Buffer B gelesen hat. Formal:

Es gilt L(((P.||B)||P:){Ap, i8N Ap,)) € L(I3), denn fiir w =g tkl - tk2 - rb2 - sb2 ist w €
L(((P.||B)||P2){Ap, 8N Ap,)) aber w ¢ L(I3). Also ist I} gemif Definition 1.23 inkorrekt.
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I, rb2 tk2
S
tk1 sb2

Abbildung 3.8: Inkorrekte Interfacespezifikation I,
Fiir die Sprache von I, gilt:
L(I}) = L(I;,) = tkl-7b2-L(1,,) U tk2-5b2-L(1,,) U {tkl-e} U {tk2-€} U {€}.

Selbstverstadndlich ist die Durchfiihrung der Methode bis zum Schritt der Reduktion bzgl.

I, mit obigem Vorgehen identisch:

e Berechnung von P, bzgl. I,:

M((P1]|B)({tk1,tk2,rb2, sb2})) besitzt, wie bereits oben gesehen, die Gestalt aus
Abbildung 3.9. Als néchstes sind die JL,~Mengen zur Reduktion des Prozesses aus

L(1,)

sh2

L)

sb2
o<
L(1,,)  rb2 L(15,)

Abbildung 3.9: M((P.||B){{tkl,tk2, rb2, sb2}))

Abbildung 3.9 bzgl. der inkorrekten Interfacespezifikation I} zu bestimmen:?

Man erhdlt IL,, = {tkl,tk2,e} = IL,, = IL,, IL,, = {rb2,e} = IL, und
IL,,, = {sb2,¢}. Die Anwendung des Reduktionsoperators II bzgl. I} fiihrt auf den
Prozefl aus Abbildung 3.10. Durch diese Reduktion ist wie oben ein bzgl.  echt

kleineres System entstanden. Es sind Zustdnde und Transitionen, die in einem durch

*Dazu sind in Abbildung 3.9 bereits die Zustinde ¢ mit den Mengen L, bzgl. I; beschriftet.
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sh2

&
R

Abbildung 3.10: Nach Anwendung von ﬁI;

I, spezifizierten Kontext als nicht moéglich erkannt wurden, weggefallen. Letztere
haben entsprechende Undefiniertheiten erzeugt (vgl. Definition 2.3).
Die abschlielende Anwendung des M-QOperators ist trivial, d.h. es werden keine

Zustdnde zusammengefafit. Also ist P, bereits durch Abbildung 3.10 gegeben.

e Berechnung von Pj:

Die Hinzunahme der letzten Komponente P, ergibt den zu bestimmenden Prozefl Ps
(vgl. Abbildung 3.11).* Beachte hierbei, dafi die in P, entstandenen Undefiniertheiten

/ tk2

tk1

4

Abbildung 3.11: Ps

nicht vollstdndig verschwunden sind, da die Ausfiihrung der Undefiniertheit k2 im
Kontext mit P, nicht verhindert wird (vgl. Definition 1.8).

Da das betrachtete System Sys total definiert ist, P; jedoch nicht, gilt zundchst nach
Korollar 3.3 P; #?Sys. Mit Hilfe von Satz 3.2 (fiir ¢ =n) 188t sich auf die Inkorrektheit

einer Interfacespezifikation schlieflen.®

*Die abschlieBende Anwendung des M—-Operators ist trivial.
®Beachte, dafl eine inkorrekte Interfacespezifikation nicht zwingend dazu fiihrt, daff P, %?Sys gilt. Dies
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Der eigentliche Sinn der R M-Methode, ndmlich die algorithmische Komplexitét der realen
anzundhern, ist im Beispiel leider nur schwer nachvollziehbar. Daher wird im folgenden ein
System vorgestellt, dessen scheinbare und algorithmische Komplexitit exponentiell sind,

obwohl seine reale Komplexitit linear ist.

3.3 Maichtigkeit der R M—Methode

Das hier vorzustellende Beispielsystem beschreibt den Zugriff von n Prozessen P; (fiir
1 < i < n) auf eine gemeinsame Ressource R nach dem Round-Robin-Verfahren. Ab-
bildung 3.12 illustriert ein solches System fiir n = 4. Der wechselseitige Ausschluff beim
Zugriff auf die gemeinsame Ressource wird durch ein Token garantiert, welches mit Hilfe
der Kommunikationskanile tk; zwischen den Prozessen herumgereicht wird. Dabei darf
nur derjenige Prozel P, auf die Ressource R zugreifen, der momentan das Token besitzt.
Dieser ProzeB sendet via ps, eine Anfrage an die Ressource, welche durch die Uber-
tragung des gewiinschten (Daten—)Objektes antwortet. Der zugehérige Ubertragungsweg
wird durch einen Buffer B, modelliert, da dies fiir die Ubertragung umfangreicher Objek-
te (im vgl. zu einer Modellierung mittels einer atomaren ,Handshake“~Kommunikation)
realistischer ist.

Angenommen, man méchte nun beweisen, dafl dieses Modell fiir den ,,Round-Robin“ -
Zugriff unserer Intuition entspricht (also das Token zwischen den Prozessen ,ringformig
herumgeschoben wird). Zu diesem Zweck geniigt es, nur das Herumreichen des Tokens
nach auflen sichtbar zu machen, und zu zeigen, dafl der daraus resultierende Prozef}
System (n) =4 (R ||P1||B1]| - -« || Pn|| Bn ){{tk1, .., tkn}) zu dem ProzeB Spec(n), der aus-
schlieBllich die Aktionensequenz tky,--- ,tk, wiederholt ausfiihrt, beobachtungs— oder so-

~d

gar ~% — dquivalent ist, also System (n) =% Spec(n) gilt.

Es ist leicht einzusehen, dafl die scheinbare Komplexitit des Systems System(n) in der
Anzahl der Komponenten n exponentiell ist, denn: Jeder Prozel P; kann, nachdem er
eine Anfrage an die Ressource R gerichtet und diese ihm das gewiinschte Objekt in seinen
Buffer B; geschrieben hat, das Token an den nichsten ProzeB P;,; weiterreichen (d.h. die
Aktion tk;,, ausfithren) und die Nachricht irgendwann (mittels der Aktion bp;) aus seinem
Buffer B; lesen. Dies fiihrt dazu, daf} die Aktionen bp; (fiir 1 < ¢ < n) in beliebiger Reihen-
folge ausgefiihrt werden diirfen und damit zu einer fakultativen Zustandsexplosion. Diese
kann jedoch alleine unter Beriicksichtigung der Parallel-/Fensteroperatorkorrespondenz
vermieden werden, falls man vor einer Minimierung des Systems bereits die Kompo-
nenten P; und B; zusammenfafit, d.h. P;||B; fiir 1 < ¢ < n berechnet, da auf der Ak-
tion bp; nur zwischen den Parallelkomponenten P; und B; kommuniziert wird. Das System
eignet sich dennoch fiir die Demonstration der Machtigkeit der in dieser Arbeit vorge-

stellten RM-Methode, da sich eine weitere Ursache fiir eine Zustandsexplosion bei der

ist genau dann nicht der Fall, wenn die betreffenden Transitionen einer Interfacespezifikation, die deren
Inkorrektheit verursachen, bzgl. des bei der Reduktion betrachteten Kontextes nicht ,,ausgefiihrt“ werden
kénnen und deshalb fiir die Reduktion unerheblich sind.
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Konstruktion des globalen Transitionssystems finden 14ft: Egal wann wir bei der Kon-

struktion die Ressource R beriicksichtigen, kénnen die Aktionen sb; der Buffer B; in sehr

willkiirlicher Reihenfolge ausgefiihrt werden. Erst wenn man mehrere in ihrer Indizie-

rung aufeinanderfolgende Komponenten P; (und B;) betrachtet hat, schréinken sich die
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n | scheinbare Komplexitit | alg. Komplexitit | reale Komplexitit

Zust. Trans. Zust. | Trans. | Zust. Trans.
4 144 368 20 29 4 4
5 361 1101 24 35 5 5
6 865 3073 28 41 6 6
7 2017 8177 32 47 7 7

Tabelle 3.1: Numerische Belege fiir die Effizienz der R M—Methode

Interaktionsmdéglichkeiten der Aktionen sb; ein. Auch hier kann folglich eine fakultative
Zustandsexplosion beobachtet werden, die globaler Natur ist und nicht durch eine Beriick-
sichtigung der Parallel-/Fensteroperatorkorrespondenz verhindert werden kann. Folglich
ist die scheinbare Komplexitit von System(n) exponentiell.

Im Gegensatz dazu ist die reale Komplexitdt von System(n) in n linear, was durch das
Erreichen des Beweisziels bestdtigt werden wird. Ebenso ist es méglich, eine in n lineare
algorithmische Komplexitét zu erreichen, falls man fiir die R M—Methode die exakten In-
terfacespezifikationen I; (fiir 1 < ¢ < n) beriicksichtigt und die Parallelkomponenten des

Systems System(n) wie folgt zusammenfafit:

—_——N— —— ——
(B Pl|Br [l Poll B2 |1 - -+ [[1aes FallBa ){{ths, -, tha})

Tabelle 3.1 gibt fiir dieses Beispiel numerische Belege fiir die Effizienz der Methode. Die
Tabelle wurde mit Hilfe des Aldébaran Verification Tools [Fer88| erstellt. Sie zeigt die
Grofle des globalen Transitionssystems (scheinbare Komplexitit ), die maximale Grofle
eines Zwischentransitionssystems wéihrend der Konstruktion des minimalen Transitions-
systems (algorithmische Komplexitit) und die Gréfle des minimalen Transitionssystems
(reale Komplexitdt). Dabei wurde zur Reduktion, wie bereits angedeutet, die exakten

Interfacespezifikationen herangezogen.

Um zu sehen, daBl sich die Anstrengungen zur Entwicklung der RM—-Methode gelohnt
haben, sind die Vergleichszahlen bzgl. der algorithmischen Komplexitit in Tabelle 3.2
angegeben, die man erhélt, wenn man den naiven Ansatz, der in der Einleitung beschrieben

wurde, verfolgt.

Diese Gegeniiberstellung zeigt die Wichtigkeit von Interfacespezifikationen fiir automati-
sche Beweistechniken, da die zusétzliche Information entscheidend zur Minimierung end-

licher verteilter Systeme beitrigt.
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3.4

n | Zust. | Trans.
4 96 243
5 324 927
6 972 3024
7| 2916 9801

Tabelle 3.2: Zahlen fiir die ,naive“ Methode

Bewertung der R M—Methode

Im folgenden sollen die Vor— und Nachteile der im Abschnitt 3.1 vorgestellten RAM—Me-

thode herausgestellt werden. Ein Abwégen der Vor— und Nachteile macht wenig Sinn,

weil es sich bei dieser Reduktionsmethode um eine Heuristik handelt, die dazu dient,

Eigenschaften eines Systems auch dann noch verifizieren zu kénnen, wenn das volle Tran-

sitionssystem auf einem Rechner nicht generiert werden kann. Es gilt vielmehr zu erkennen,

an welchen Stellen die Stdrken und Schwéchen der Methode liegen und an welchen Stellen

Verbesserungen wiinschenswert wéren, so dafl zumindest in Spezialfillen Nachteile ver-

mieden und Vorteile beibehalten werden kénnen.

Vorteile:

Kompositionalitét

Die Korrektheit der R M—Methode ist von der Korrektheit der Interfacespezifikatio-

nen unabhingig.

Die Korrektheit der Interfacespezifikationen mufl nicht explizit verifiziert werden.

Interfacespezifikationen kénnen sogar geraten werden.

Eine nichtoptimale Reduktion (aufgrund inkorrekter Interfacespezifikationen ) wird

automatisch angezeigt, falls man von einem total definierten System ausgeht.

Es gibt eine einfache und effiziente algorithmische Realisierung der R M-Methode

fiir spezielle Reduktionsoperatoren (beispielsweise fiir II).

Nachteile:

Die Interfacespezifikationen miissen vom Programmentwickler bereitgestellt werden.

Die Giite der Reduktion, d.h. wie niedrig die algorithmische Komplexitéit liegt, héngt
von der Giite der Interfacespezifikationen ab, d.h. wie nahe die Sprachen der ange-
gebenen Interfacespezifikationen an diejenigen der exakten Interfacespezifikationen

herankommen.
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e Das fiir die RM-Methode benétigte zusitzliche Hilfspradikat T bewirkt, dal Aqui-
valenzklassen bzgl. der Beobachtungsdquivalenz ~ nach Milner, der priméir das In-

teresse gilt, evtl. in jeweils mehrere Aquivalenzklassen bzgl. ~¢ aufgesplittet werden.

Insgesamt gesehen besitzt die RAM—Methode viele wiinschenswerte Eigenschaften, jedoch
bekommt man die Methode nicht ,,geschenkt“. Der Preis besteht darin, die benotigten In-
terfacespezifikationen angeben zu miissen, wobei die Giite der Reduktion von der Giite der
Interfacespezifikationen abhéngt. Das Beispiel aus Abschnitt 3.3 zeigt jedoch die Wich-
tigkeit von Interfacespezifikationen fiir automatische Beweistechniken. Softwareentwickler
sollten daher die Angabe von Interfacespezifikationen als Teil der Implementation betrach-
ten, die neben einer Ermdoglichung der automatischen Verifikation auch der strukturierten
Programmierung dient. Eine analoge Situation ist beispielsweise die fiir While— Programme.
Dort héngt eine automatische Verifikation von dem Vorhandensein der Schleifeninvarian-

ten ab, die ebenfalls vom Programmierer angegeben werden miissen.



Kapitel 4

Die Methode fiir Spezialfille

In diesem Kapitel wird untersucht, inwieweit die in Kapitel 3 angemerkten Nachteile
der RM-Methode zur kompositionellen Minimierung endlicher verteilter Systeme ver-
mieden werden koénnen. Dabei steht in Abschnitt 4.1 die Betrachtung von Spezialfil-
len im Vordergrund, genauer gesagt die Betrachtung der RM-Methode fiir den spe-
ziellen Reduktionsoperator II unter schirferen Voraussetzungen, z.B. unter der Voraus-
setzung korrekter Interfacespezifikationen oder total definierter Prozesse. Setzt man to-
tal definierte Prozesse voraus, so lassen sich fiir den speziellen Reduktionsoperator alge-
braische Eigenschaften zeigen (vgl. Abschnitt 4.2), welche zu einer Beziehung zwischen
dem speziellen Reduktionsoperator II und einer Halbordnung auf total definierten Pro-
zessen flihren. Unter der Voraussetzung allgemeiner, also inshesondere auch partiell defi-
nierter, Prozesse gilt eine analoge Beziehung bzgl. der Quasiordnung  jedoch nicht. In
Abschnitt 4.3 wird gezeigt, wie korrekte Interfacespezifikationen automatisch konstruiert
werden kénnen und wie man dies in einer Methode zur kompositionellen Minimierung
endlicher verteilter Systeme effektiv umsetzen kann. Die dazu notwendigen Abstraktionen
sind i.allg. jedoch so grof}, dafl unter Verwendung dieser konstruierten korrekten Interface-
spezifikationen die R M-Methode gegeniiber der trivialen Methode (inkl. Ausnutzung der
Parallel-/Fensteroperatorkorrespondenz) in der Praxis keine Vorteile bietet. Ausnahmen
bilden solche Systeme, bei denen nur die Reihenfolge, in der die einzelnen Parallelkom-
ponenten bei der Methode betrachtet werden, fiir die Zustandsexplosion verantwortlich
ist. In Abschnitt 4.4 werden die in diesem Kapitel vorgeschlagenen Verbesserungsansétze

zusammengefafit.

In dieser Arbeit gilt das Interesse der Minimierung endlicher verteilter Systeme (dar-
gestellt durch Transitionssysteme) bzgl. der Beobachtungsiquivalenz ~ von Milner. Da
die Korrektheit der R M—-Methode unabhéngig von der Korrektheit der Interfacespezi-
fikationen sein sollte, mufite als zusétzliches Hilfsmittel das Undefiniertheitspriadikat fiir
Transitionssysteme bzw. Prozesse und eine Quasiordnung auf Prozessen eingefiihrt wer-
den. Ersteres bedeutete jedoch auch, dafl die semantische Aquivalenz ~ verfeinert werden
mufite und daher nur solche Zusténde eines Transitionssystems semantisch dquivalent sein

kénnen, die dieselben Undefiniertheiten besitzen (vgl. Definition 1.12). Eine Aquivalenz-

73
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klasse bzgl. der Beobachtungsiquivalenz ~ von Milner zerfillt bzgl. der Aquivalenz ~¢
i.allg. in mehrere Aquivalenzklassen. Dies fithrt bei der Anwendung der RM-Methode
zu einer (in bezug auf ~) héheren algorithmischen Komplexitét. Um zu einem gegebe-
nen Prozefl p und einer Interfacespezifikation I € Z(p) den reduzierten Prozefl (bzgl. des
speziellen Reduktionsoperators) II;(p) zu konstruieren, berechnet man gemif Kapitel 2,
Abschnitt 2.3, zu jedem Zustand g von p die Menge IL,. Dort wurde ebenfalls festgestellt
(vgl. auch Satz 2.9), daBl die mit Aktionen aus A,\IL, beschrifteten Undefiniertheiten
im Kontext wieder verschwinden, da diese Undefiniertheiten nach Definition und Kon-
struktion der JL,~Mengen und nach Definition der operationellen Semantik im Kontext
verhindert werden. Folglich lassen sich die mit diesen Aktionen beschrifteten Undefiniert-
heiten als ,,Don’t-Cares* bezeichnen, welche benutzt werden kénnen, um den Zerfall von
Aquivalenzklassen bzgl. ~% zu mindern, denn: Sind zwei Zustinde p/, p” ~—&quivalent,
aber besitzen unterschiedliche Undefiniertheiten (d.h. p' %%p"), so lassen sich die Un-

/1

definiertheiten mit Hilfe der Don’t—Cares u.U. angleichen, so dafl dann p’ ~¢p" gelten
wiirde. Der mogliche Gewinn dieses Vorgehens ist eine geringere algorithmische Komple-
xitdt bei der Anwendung der RM—-Methode. Die Schwierigkeit dieses Ansatzes liegt in
der Heuristik im Umgang mit Don’t—Care—Undefiniertheiten: Von welchen Zusténden soll
man die Undefiniertheiten wie angleichen? Am giinstigsten wird es sein, Zustinden nur
soviele Don’t—Care—Undefiniertheiten hinzuzufiigen, wie unbedingt erforderlich sind, um
eine ~?—Aquivalenz zwischen den betrachteten ~—aquivalenten Zustinden zu erzielen. Da
die RM—-Methode jedoch aus mehreren Schritten mit sukzessiver Hinzunahme von Pa-
rallelkomponenten besteht, kann folgende Situation eintreten: Obwohl in einem Schritt
zuvor im Zwischentransitionssystem Don’t—Care—Undefiniertheiten so hinzugefiigt wur-
den, dafl nach seiner Minimierung bzgl. ~% seine Zustandsanzahl minimal ist, kdnnen in
einem nachfolgenden Schritt die hinzugefiigten Don’t—Care—Undefiniertheiten eine Zusam-
menfassung von urspriinglich ~?-&quivalenten Zustinden verhindern. Heuristiken fiir den
Umgang mit Don’t—Care—Undefiniertheiten lassen sich nur schwer aufstellen, weil der Wir-
kungsgrad dieser Technik zur Senkung der algorithmischen Komplexitit vom betrachteten
System abhingt. Hat man spezielle Kenntnisse iiber das betrachtete System, so 148t sich

die Technik der Don’t—Care—Undefiniertheiten u.U. wirkungsvoll einsetzen.

4.1 Betrachtung von II fiir Spezialfille

Im folgenden wird der in Kapitel 2 vorgestellte spezielle Reduktionsoperator II fiir Spe-
zialfélle ndher betrachtet.

Der spezielle Reduktionsoperator II ist nach Definition 2.3 (5b) so definiert, dafl er zur
Kennzeichnung der Zusténde, an denen bei der Reduktion im Kontext unerreichbare Tran-
sitionen entfernt werden, die entsprechenden Undefiniertheiten hinzufiigt. Geht man bei
der Minimierung endlicher verteilter Systeme von total definierten Prozessen aus, so er-
laubt diese Technik zusammen mit der in Kapitel 3 entwickelten RM-Methode zu er-

kennen, ob der konstruierte minimale Prozefl im Sinne von Milner semantisch dquivalent
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zum urspriinglichen System ist (vgl. Korollar 3.3 & Proposition 1.19). Betrachtet man
die RAM-Methode unter der Voraussetzung, dafl alle benétigten Interfacespezifikationen
korrekt sind, so kann man sich offensichtlich (vgl. Satz 2.9) die obige Technik sparen,
da die gemif Definition 2.3 (5b) hinzugefiigten Undefiniertheiten im globalen Kontext
wieder verschwinden. Warum sollten sie also zuvor hinzugefiigt werden? In der Situation
korrekter Interfacespezifikationen geniigt es, die in einem beliebigen Prozefl vorhandenen
Undefiniertheiten bei der Anwendung von II bzgl. einer beliebigen korrekten Interface-
spezifikation zu vererben. Falls das betrachtete System zusétzlich total definiert ist, kann
man Undefiniertheiten génzlich aufler acht lassen. Fiir eine Methode zur kompositionellen
Minimierung endlicher verteilter Systeme, welche total definierte Prozesse und korrekte In-
terfacespezifikationen voraussetzt, geniigt somit der folgende Reduktionsoperator , , wobei

TotDefProc die Menge aller total definierten Prozesse bezeichnet.

Definition 4.1 (Der Reduktionsoperator , )
Sei p = ((Sp, A, U {7}, —,,0),p) € TotDefProc und I € I(p).
Dann ist , : Interfaces X TotDefProc — — TotDefProc definiert durch

(I,p) =, (I,p) =g, 1(P) =4 ((S, —, AU {7}, 0),p),

wobei
1. S={q€ S,|3i€ Sr.qlli € Sy},
2. A = A? und

3.Vq,d € § Vaec Au{t}. g—q genau dann, wenn

El ’l:, ’1:’ c SI- q||’l, L>p||1 q’”’l:’.l

Die Definition entspricht der des speziellen Reduktionsoperators II (vgl. Definition 2.3),
wobei die dort vorkommenden Regeln (4) und (5) weggelassen wurden (vgl. obige Dis-
kussion). Es folgt unmittelbar (man vergleiche die Sitze und Beweise aus Kapitel 2,
Abschnitt 2.2, bzgl. der Definition von , und unter der Voraussetzung total definierter
Prozesse), daf} es sich bei , tatséchlich um einen Reduktionsoperator handelt. Dabei ist
die Forderung (i) aus Definition 2.1 nun unzweckméiflig (und auch nicht der Intuition
entsprechend), da im Fall total definierter Prozesse , ~% und =~ nach Proposition 1.19
zusammenfallen und deswegen diese Forderung fiir einen Reduktionsoperator keinen Sinn
macht. Formal wird sie durch eine analoge Bedingung ersetzt, bei der die Quasiordnung

durch die Halbordnung <, (siehe Definition 4.3) ausgetauscht wird. Der Reduktions-
operator , erfiillt wie auch II Forderung (iii) aus Definition 2.1. Diese Forderung ist hier
trivial, da sie bereits durch die modifizierte Bedingung (i) derselben Definition impliziert

wird.

!Beachte: Diese Forderung impliziert bereits, dafi g||? in p||I erreichbar ist.
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Lemma 4.2
Die Abbildung , : Interfaces X TotDefProc — — TotDefProc aus Definition 4.1 definiert

einen Reduktionsoperator.

Wie bereits erwéhnt, soll in der hier betrachteten Situation eine Halbordnung statt einer
Quasiordnung auf Prozessen im Mittelpunkt stehen. Da der Begriff Halbordnung im Ver-
gleich zum Begriff Quasiordnung stirker ist (siehe auch Anhang A), 188t sich nun die
Giiltigkeit von Aussagen erhoffen, die analog fiir lediglich partiell definierte Prozesse bzgl.
der Quasiordnung nicht richtig sind. Die Halbordnung < aus Definition 2.6 188t sich wie

folgt an die neue Situation anpassen:

Definition 4.3 (Halbordnung auf total definierten Prozessen)
Seien p = ((Sp, AU {1}, —,,0),p) und ¢ = ((S,, AU {7}, —,0), q) € TotDefProc. Es
gelte p <, q genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. A, = A,
2. §, C S, (die Startzusténde p und q seien identisch) und

3. Vp,p' €S, Vae A, U{r}. p >, p" impliziert p' =, p".

Der Beweis, dafl <, eine Halbordnung auf Prozessen ist, wird im folgenden Abschnitt 4.2
gefiithrt. Vergleicht man Definition 4.3 mit Definition 4.1, so stellt man wie in Kapitel 2
fest, dafl erstere von letzterer ,,abstammt“. Die Eigenschaften (1) und (2) aus Definition 4.3
werden sofort durch die Punkte (1) und (2) aus Definition 4.1 impliziert. Fiir den Punkt (3)
muf} man noch die Aussage von Lemma 2.11 zu Hilfe nehmen, welche analog fiir den Reduk-
tionsoperator , gilt (vgl. dazu den Beweis von Lemma 2.11). Diese triviale Beobachtung
ist die Aussage und der Beweis des nichsten Lemmas, welches der neuen Bedingung (i)
aus Definition 2.1 entspricht. Zusammen mit dem Beweis von Satz 2.9 (analog fiir den

Reduktionsoperator , ) liefert Lemma 4.4 den Beweis von Lemma 4.2.

Lemma 4.4
Seien p € TotDefProc und I € Z(p). Dann gilt , ;(p) <;p.

Es sei noch erwdhnt, dafl man einen reduzierten Prozef} bzgl. , fiir total definierte Prozesse
ebenfalls wie in Kapitel 2, Abschnitt 2.3, vorgeschlagen berechnen kann. Insbesondere
sind die Mengen IL, hilfreich. Der einzige Unterschied bei der Berechnung von , im
vgl. zu II besteht in der Konstruktionsvorschrift aus Proposition 2.13. Dort 148t sich der
zweite Punkt nun wie folgt vereinfachen, da wegen der Voraussetzung korrekter Inter-
facespezifikationen und total definierter Prozesse keine Undefiniertheiten mehr betrachtet
werden miissen (vgl. Definition 4.1): ,Gilt g——,, aber a ¢ IL,, so eliminiere alle von
g ausgehenden a—Transitionen“. Die Komplexitdt fiir die Berechnung eines reduzierten
Prozesses bzgl. , &ndert sich dadurch offensichtlich nicht. Der Hauptaufwand wird immer

noch fiir die Berechnung der IL,~Mengen benétigt.
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4.2 Algebraische Eigenschaften von <; und ,

In diesem Abschnitt geht es um algebraische Eigenschaften der Halbordnung <, und des
Reduktionsoperators , unter der Voraussetzung total definierter Prozesse. Diese Eigen-
schaften dienen zum besseren Verstdndnis des Reduktionsoperators, und sind zum Beweis
einer algebraischen Beziehung zwischen <, und , von Nutzen. Es wird gezeigt, daf} einige
analoge Eigenschaften und Beziehungen fiir partiell definierte Prozesse bzgl. der Halbord-

nung < oder der Quasiordnung und des Reduktionsoperators II nicht gelten.

Halbordnung

Dafl durch <, tatséichlich eine Halbordnung auf total definierten Prozessen definiert wird,

besagt das folgende Lemma:

Lemma 4.5
Die Relation <, aus Definition 4.3 definiert eine Halbordnung auf total definierten Pro-

zessen.

Bewelis

Seien p, q,r € TotDefProc beliebig.

1. Transitivitdt: Gelte p <, q und ¢ <, r. Dann gilt auch p <, r, denn:

(a) A, = A, = A, impliziert A, = A,.
(b) S, C S, C S, impliziert S, C S, und,
da die Startzustinde p und ¢ sowie ¢ und r identisch sind, sind auch die Start-

zusténde p und r identisch.

(c) Seien p',p" € §, und a € A, U {7} beliebig. Dann gilt:

; 2 11

D __>pp
(p<.a) = p —gp"
(a<er) = p S0

2. Reflexivitdt: Es gilt p <, p, denn:

(a) Ap = Ay
(b) S, C S,, und die Startzustéinde p und p sind identisch.
(c) Seien p',p" € §, und a € A, U {7} beliebig. Dann gilt offensichtlich p' —, p"

impliziert p' —, p".

3. Antisymmetrie: Gelte p <, ¢ und ¢ <, p. Dann gilt p = ¢, denn:

(a) Wegen p<,qund ¢ <,pgilt A, = A,.
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(b) Mit S, C S, (p<;q)und S, C S5, (¢ <;p) folgt S, = S, und die Startzustinde
p und ¢ sind identisch.

(c) Seien p',p" € S, und a € A, U {r} beliebig. Dann gilt (wegen p' —, p" impli-

ziert p' —a—>qp” (p<iq) und p' —a—>q p" impliziert p’ —a—>p P’ (¢<:p)) P L>p p"

genau dann, wenn p' —, p". Also folgt —, = —,.

Kompositionalitit

Weiterhin gelten fiir total definierte Prozesse die zu Satz 1.20 analogen Aussagen liber die

Kompositionalitit der Operatoren || und (L) bzgl. <;:

Lemma 4.6 (Kompositionalitit)

Fiir alle Prozesse p, q,r € TotDefProc und alle Mengen L beobachtbarer Aktionen gilt:
(1) p<.q impliziert p||lr <,q||r und

(2) p<.q impliziert p(L)<,q¢(L).

Bewelis

Beweis von (1):
Seien p, g, 7 € TotDefProc beliebig mit p <, ¢. Dann gilt p||r <, g||r, denn:

1. Wegen p <, q gilt nach Definition 4.3 (1) A, = A, und damit (vgl. Definition 1.8)
Aplir = A, UA, = A UA = Ay

2. S,» € S,|» ist eine unmittelbare Konsequenz aus Punkt (3) dieses Beweises. Da p
und g identische Startzustinde sind (p <, q), sind auch die Startzustinde p||r und
g||r identisch.

3. Seien p'||7', p"||r" € Sp» und a € Ay, U {7} mit p'||r' =, p"||7" beliebig. Unter-
scheide nun geméf Definition 1.8 die folgenden Félle:

(a) Regel (3):
pl_a‘_>ppll A ,rl:,rll A GEA?\A.,.
(p<.a) => p ' AT =r" Aa€ AN\A,

(Regel 3)) = p'||r' g 2"||7"
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(b) Regel (4):

P2 Ap =p" AacA\A
(p<:q) = -5, " AP =p" Aae A\A,
(Regel (4)) = pl|r' =g p"[|7"
(c) Regel (5):
P2, p" A" Aae ANA,
(p<.a) => P AT 5" AaeANA
(Regel (5)) = P/l g0 P"|I7"

Beweis von (2):

Seien p,q € TotDefProc beliebig mit p <,q und L eine beliebige Menge beobachtbarer
Aktionen. Dann gilt p(L) <, ¢(L), denn:

1. Wegen p <, q gilt nach Definition 4.3 (1) A, = A, und damit (vgl. Definition 1.8)
A?(L) =ANL=ANL= Aq(L).

2. S,» € S,|» ist eine unmittelbare Konsequenz aus Punkt (3) dieses Beweises. Da p
und ¢ identische Startzusténde sind (p <, q), sind auch die Startzusténde p(L) und
g(L) identisch.

3. Seien p'(L),p"(L) € Spry und a € A,y U{r} mit p'(L) —, 1, p"(L) beliebig. Un-
terscheide nun gem&f Definition 1.8 die folgenden Félle:

(a) a=:

(Deﬁnition 1.8 (2)) = p L>p p' AN béEL
(p<.q) = p>,p AbEL

(Definition 1.8 (2)) = (L)~ g5y P"(L)



KAPITEL 4. DIE METHODE FUR SPEZIALFALLE 80

(b) a #T:

(Deﬁnition 1.8 (1), a # ‘r) = p —a—>p p' ANacel
(p<:q) = p-,p'ANacl

(Definition 1.8 (1), a € L) =  p/(L) ~o gy p"(L)

Die erste Aussage von Lemma 4.6 1dft sich auf total definierte Prozesse bzgl. des Reduk-
tionsoperators II und der Halbordnung < verallgemeinern. Dies gilt jedoch nicht fiir die

zweite Aussage, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 4.7
Betrachte die Prozesse p,q € Processes aus Abbildung 4.1 mit A, = A, = {a, b}.

p= ¢ =p({b}) q= q({b}) =

Abbildung 4.1: Gegenbeispiel zur Kompositionalitdt

Offensichtlich gilt p < g, aber wegen Punkt (3) aus Definition 2.6 nicht p({b}) <q({b}).

Idempotenz

Der Reduktionsoperator , ist im folgenden Sinne idempotent:

Lemma 4.8 (Idempotenz)
Vp € TotDefProc VI € I(p). , 1(; 1(p)) =, 1(p)-

Beweis

Seien p = ((S,, A,U{7},—,0),p) € TotDefProc und I € Z(p) beliebig. Ferner gelte
, 1(p) = ((81, A1 U {7}, —1,0),p) und , 1(, 1(p)) = ((S2, A2 U {7}, —>,0),p).

Dann gilt , ;(, 7(p)) =, 1(p), denn:

1. Nach Definition 4.1 (2) gilt A, = 4; = A,.
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2. Nach Definition 4.1 ist p Startzustand von , ;(p) und , ;(, ;(p)). Weiter gilt:

S
(Definition 4.1 (1)) = {g € 81| 3i € Sr.q|[i € S e}
(Definition 4.1 (1)) = {g€ 8, |34 € 81.¢q||i € Sz, A T € S1.q||i € Sp1}
(Definition 4.1 (1)) = {g € 8, |3i € 8. q|i € Sp1}
(Definition 4.1 (1)) = S

3. Seien p/,p" € §; = S, und a € A; U {7} beliebig. Dann gilt:

4 —1 p"
(Definition 4.1 (3)) 3¢,4" € S1. p'||¢ _a_>P||I "
(Definition 1.8) 36,8 € Sp. (B8~ oy (@) 18"

(Definition 4.1 (3)) 34" € Sp. p i~ e 218"

I

(Deﬁnition 4.1 (3)) P 5, p"

Damit folgt —; = —».

Eine analoge Aussage gilt auch fiir beliebige (insbesondere partiell definierte) Prozesse
bzgl. des Reduktionsoperators II und der Halbordnung <. Obwohl die Idempotenz also
auch allgemeiner gilt, wird auf den Beweis dazu verzichtet, weil diese Figenschaft fiir eine

allgemeinere Giiltigkeit von Proposition 4.11 alleine nicht ausreicht.

Monotonie

Der Reduktionsoperator , ist eine in der zweiten Komponente monotone Abbildung bzgl.
der Halbordnung <,.

Lemma 4.9 (Monotonie)
Fiir beliebige total definierte Prozesse p,q € TotDefProc und eine beliebige Interfacespe-
zifikation I € I(p) gilt:

p<.q impliziert , ;(p) <, 1(q)-
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Bewelis

Seien p, g € TotDefProc mit p <, q und I € I(p) beliebig. Ferner gelte

s 1(p) = ((S1, A U {7}, —1,0),p) und , ;(q) = ((S2, A2 U{T}, —2,0),9) -
Dann gilt nach Definition 4.3 , ;(p) <;, 1(g), denn:

1. Wegen p <, g und Definition 4.1 (2) gilt: 4; = A, = A, = A,.
Insbesondere folgt mit Definition 1.23: I € Z(q).

2. Es gilt:

(Deﬁnition 4.1 (1))

S

{p' € 5, |Fi€ Sr.pli € Spyr}

(SyC S0 dap<ia) C {¥/€S,|TicSrpllic Syr)

(Deﬁnition 4.1 (1)) = 5

3. Seien p',p” € §; und a € A; U {7} beliebig. Dann gilt:

(Definition 4.1 (3))
L Fall:a¢ A
(Definition 1.8 (3))
(r<.q)

(Definition 1.8 (3))

(Deﬁnition 4.1 (3))

; 2 17"
D ——1p

3 ,l:l, 3 c SI- leil _‘l_>p”I pll||ill

Ji' =" € §;.p' —5,p" A P||¢ ist in p||I erreichbar
Ji' =" € §1.p' —5,p" A P||¢ ist in g||I erreichbar
3 ,l:I, " SI- leil _‘l_>q”I pll||ill

; 2 17"
D —2p
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2.Fall: a € A;

(Definition 1.8 (5)) = 3¢,7" € S;. p' —a—>p poA A 2srd" A

P'||¢’ ist in p||I erreichbar

(p<.q) = 3" € 81.p S, 0" A i -Zepi” A

P'||¢’ ist in ¢||I erreichbar
(Definition 1.8 (5)) = 3¢',4" € S1. p'||¢ —a_>q||I p'|e"

(Definition 4.1 (3)) = p' —pp”

In bezug auf die Quasiordnung ist der spezielle Reduktionsoperator II in seiner zweiten
Komponente ebenfalls monoton. Diese allgemeinere Aussage liefert jedoch keine allgemei-
nere Giiltigkeit von Proposition 4.11 im folgenden Unterabschnitt, da  nach Kapitel 1
keine Halbordnung ist und die Monotonie bzgl. der Halbordnung < nicht gilt.

Beispiel 4.10
Die Monotonieeigenschaft gilt i.allg. nicht fiir den Reduktionsoperator I und partiell de-
finierte Prozesse bzgl. der Halbordnung <.

Betrachte als Gegenbeispiel die Prozesse p,q € Processes und die Interfacespezifikation

I € I(p)nI(q) mit A, = A, = A; = {a} aus Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Gegenbeispiel zur Monotonie
Es gilt gemé&B Definition 2.6 (6) nicht I1;(p) < II;(q), jedoch p<gq.

Eine Beziehung zwischen I' und <,

Zur Vervollstindigung des Uberblicks iiber die Zusammenhiinge des speziellen Reduktions-

operators , und der Halbordnung <, trigt die folgende Proposition bei:
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Proposition 4.11
Seien p,q € TotDefProc, I € Z(p)NZ(q) beliebig und gelte , 1(p) <;q <;p. Dann gilt

Beweis
Zum Beweis seien p, g € TotDefProc, I € Z(p)NZ(q) beliebig, und es gelte
» 1(P) <eq <y

”Zt“:
g <,p impliziert (Lemma 4.9) , ;(q) <,, 1(p).

“,
”St N

7I(p) Stq
(Lemma 4.9) = I(, 1(p)) <y I(Q)

(Lemma 4.8) = 1(p) <, I(Q)

Aus ,<; und ,,>,“ folgt mit Lemma 4.5 (Antisymmetrie) die Behauptung.

Die Aussage des obigen Lemmas gilt nicht fiir partiell definierte Prozesse und den Reduk-

tionsoperator II, falls man <, durch und = durch ~¢ ersetzt.

Beispiel 4.12

Als Gegenbeispiel dienen die Prozesse p,q € Proc und die Interfacespezifikation I €
I(p)NI(g) mit A, = A, = A; = {a, b} aus Abbildung 4.3.

Nach Definition 1.15 gilt II;(p) q p, aber nicht II;(p) ~? II;(q). Die Ursache liegt darin,
daf8  keine Halbordnung ist, denn es gilt sowohl II;(p) 1II;(q) als auch I;(q) TI;(p).

4.3 Automatische Konstruktion korrekter Interfacespezifi-

kationen in einer Methode

Ein wesentlicher Nachteil der in Kapitel 3 vorgestellten R AM—Methode betrifft die benstig-
ten Interfacespezifikationen, da diese vom Programmierer oder Programmadesigner vorge-
geben werden miissen. Die Methode 1488t zwar zu, dafl die Interfacespezifikationen nicht
notwendigerweise korrekt sind, d.h. sogar erraten werden kénnen, jedoch bestimmt die Ex-
aktheit der Interfacespezifikationen die Kontexttreue bzw. die Giite der Reduktion. Falls
durch inkorrekte Interfacespezifikationen ein zum Ausgangssystem P semantisch nicht
dquivalentes System P, Resultat der Methode ist, d.h. P, #%P gilt, und das Beweisziel
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Abbildung 4.3: Gegenbeispiel

® nicht erreicht wird, so ist offen, ob P |= ® oder P [£ & gilt. Ein ,,Verbessern“ der
Interfacespezifikationen ist in diesem Fall erforderlich. Dies motiviert den Wunsch, kor-
rekte Interfacespezifikationen automatisch konstruieren zu kénnen, so dafl P, ~¢ P garan-
tiert ist. Grundlegend ist die Beobachtung, daf exakte Interfacespezifikationen zwischen
zwei Prozessen effizient berechenbar sind, ndmlich durch einmalige Anwendung des Pa-
ralleloperators und anschlielende Anwendung des Fensteroperators. Wie aber sind fiir die
RM-Methode aus Kapitel 3 oder eine dhnliche Methode, welche (korrekte) Interfacespezi-
fikationen zwischen zwei Teilen des gesamten Systems bendtigt, solche aus denjenigen zwi-
schen je zwei Parallelkomponenten zu konstruieren? Dazu wird im folgenden ein Vorschlag

gemacht, der total definierte Prozesse und die Halbordnung aus Definition 4.3 voraussetzt.

Bestimmung korrekter Interfacespezifikationen

Fiir eine Methode, die korrekte Interfacespezifikationen zwischen den einzelnen Prozes-
sen verlangt und den speziellen Reduktionsoperator , fiir total definierte Prozesse be-
nutzt, mufl man eine Beziehung zwischen diesen ,Jlokal“ korrekten Interfacespezifikationen
und den ,global® korrekten Interfacespezifikationen finden, wie sie fiir die RAM—Methode
benétigt werden. Erst dann kann eine globale Reduktion durchgefiihrt und die Korrektheit

einer Methode auf bereits in Kapitel 2 bewiesene Aussagen zuriickgefiihrt werden.

Satz 4.13
Fiir alle total definierten Prozesse p,p,,p, € TotDefProc und alle korrekten Interfacespe-
zifikationen I, € I(p,p,) und I, € I(p,p,) gilt: I ||I, € I(p, p:||p2)-

Beweis
Seien p, p;,p>» € TotDefProc beliebige, total definierte, 0.B.d.A. (vgl. Satz 2.17) determi-
nistische Prozesse, sowie I} € I(p,p;) und I, € Z(p, p,) beliebige korrekte Interfacespezi-
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fikationen. Nach Definition 1.23 gilt:

L((pllp){(ApN Ap,)) € L(I1) und L((pl|p2)(ApN Ap,)) € L(1).

Zum Beweis von I,||I; € Z(p, p:1||p2) ist nach Definition 1.23

L((pl[p1][p2){ AN (Ap, U A,))) € L(L]|12)

zu zeigen, was gleichbedeutend ist mit

w € L((p||p1||p2){ApN (Ap, UA,,))) impliziert w € L(I1]|I>).

Da p, p1, ps, I; und I, total definiert sind, ist diese Aussage nach Definition 1.7 &quivalent

zu:

39,01, 05 (Pllp1][p2) (AN (Ap, UA,,)) = (2'||p1]1p5) (AN (A, UAL,))
impliziert
i1, L. L||L == L||I,.

Zeige dazu die Existenz eines p"” € §, mit:
L. 3pY (pllp) (AN Ap,) = (P [[P1)(ApN Ay, )
(Dabei entstehe w; aus w durch Streichen aller Aktionen, die nicht in A4,N A, lie-

gen.)
Diese Aussage impliziert, da nach Definition 1.23 I, total definiert ist und I; €

I(p,p,) gilt: II'. I, =5 1.

2. 3p5- (PllP2) (AN Ap,) = (9"]1P5) (AN Ap,)
(Dabei entstehe w, aus w durch Streichen aller Aktionen, die nicht in A4,N A,, lie-

gen.)
Diese Aussage impliziert, da nach Definition 1.23 I, total definiert ist und I, €

I(p,p,) gilt: IIY. [, =3 1.

3. 3IM|IY. LI, == I"||IY

Dies impliziert nach Definition 1.7 w € L£(I;]|I;), was zu zeigen ist.

Beweis von (1)—(3) mittels simultaner vollstindiger Induktion {iber die Lénge ¢ von w:

Induktionsanfang (i = 0):

Hier gilt w = w; = w, = €. Die Punkte (1)—(3) folgen sofort mit p" =4 p,
Py =at P1y Py =at P2, I =g I und I3 =4 I,.
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InduktionsschluB} (i — i + 1):

w habe die Form w = w'a mit Linge w’' = i. Da w' Préfix der Linge ¢ ist,
gilt w' € L((p||p1|lp2){ApN (Ap, UA,,))), und damit existiert nach Induktions-

voraussetzung ein p’ € S, mit:

() 3L (Pllpe) (AN Ay, ) 22 (7]1PL)(ApN Ay, ), also TTL. I, 25 1.

(Dabei entsteht w| aus w’ durch Streichen aller Aktionen, die nicht in
A,NA,, sind.)
(i) 39} (Pllpa) Ao Ap,) S (3 174)(Ap) Ay, also 3I3. I 5 I,

abel entsteht w, aus w’ durch Streichen aller tionen, die nicht in

Dabei ht w, " durch Streich ller Akti die nicht i
A,NA,, sind.)

(iii) 3I||I%. I|| I, =% I|| 1, also w' € L(I,||12)

Die Situation ist nun:

1

(PlpLllp2){ AN (A, UAL)) == (Pp1llPs) (AN (Ap, U Ay,))
= ("]IPY1IP5) (ApN (Ap, U Ap,)) -

Nach Definition 1.8 (1) gilt @ € A,N(A,, UA,,). Betrachte nun die folgende

Fallunterscheidung:
1. Fall: a € A,NA4,,, also w; = wia.

In diesem Fall gilt wegen (i) und Definition 1.8:

(Pl ) (AN Apy) =2 (P1PL) (AN Ay, )
2 (p|[p) (AN Ay)

D.h. es gilt (a): II/. I => I/ =% 17"
2. Fall: a € A,NA,,, also w, = wja.

In diesem Fall gilt wegen (ii) und Definition 1.8:

(PlP2) (AN Apy) =2 (P|Iph) (AN Ay, )
=2 (0| (AN Ap,) -

D.h. es gilt (b): 3T I, =2 I} =% IJ.
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Zusammenfassend:

Nach (iii) gilt I, || I 2T 1|1 und mit obiger Fallunterscheidung folgt
wegen (a) und (b):
7| =2 )22 it

L\ falls a € (AN A,)\ Ay,
NI =g § LI falls a € (A0 Ap, )\ A,
I fallsae A,NA,NA,.

Wegen 31|13 IL|| I, = I}"||I}" gilt (c), d. h. w € L(L1]|Ly). Es ist zu beach-
ten, dafl obige Schlufifolgerungsweise nur moglich ist, da die total definierten

Prozesse p, p; und p, 0.B.d.A. deterministisch gew&hlt werden konnten.

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Auf die Voraussetzung des obigen Satzes, dafl die Prozesse p, p; und p, total definiert sind,

kann nicht verzichtet werden, denn:

Beispiel 4.14

Betrachte als Gegenbeispiel die Prozesse p,p;,ps € Processes und die Interfacespezifika-
tionen Iy, I, € Z(p)NZ(p:)NZI(p.) aus Abbildung 4.4, wobei das Alphabet dieser Prozesse
Jjeweils {a} sein soll.

Esgilt I, € Z(p,p1), da L((p||p1){A,N Ap,)) = {€,a} = L(I1) (vgl. Definition 1.23). Wegen
L((p|lp2){A,NA4,,)) = a* = L(I,), folgt ebenso I, € I(p,p.). Jedoch ist die Aussage
L||I; € Z(p, p:1||p2) falsch, denn (vgl. Abbildung 4.4):

L((pllp1][p2){ AN (Ap, UA,))) = a* € {e,a} = L(L|1).

Satz 4.13 zeigt eine Moglichkeit auf, wie aus lokal korrekten Interfacespezifikationen eine
global korrekte Interfacespezifikation konstruiert werden kann. Dabei wird durch den Ge-
brauch des Paralleloperators im folgenden Sinne abstrahiert: Sind I; und I, die exakten
Interfacespezifikationen zwischen p und p; bzw. p,, so ist I;||I, zwar eine korrekte Inter-
facespezifikation zwischen p und p; ||ps, jedoch i.allg. nicht mehr exakt. Das bedeutet nach
Definition 1.23, dafl die exakte Interfacespezifikation I, zwischen p und p, ||p, bzgl. ihrer
Sprache i.allg. kleiner ist als die korrekte Interfacespezifikation I ||I,.

Beispiel 4.15

Betrachte als Beispiel die Prozesse p,p:,p, € Processes mit A, = {a,b}, A,, = {a} und
A,, = {b} aus Abbildung 4.5, wobei I, die exakte Interfacespezifikation zwischen p und
p1||p2 bezeichnet.
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b= =P D2 = I]_: 12:
a
a a a

(P lp1) (45N Ap,) = (pllp2) (A0 Ap) = ¢
Ll = plpa= o (2 1pallp2) (Ap0) (Ap, U Ay,)) =

Abbildung 4.4: Gegenbeispiel zur korrekten Konstruktion von Interfacespezifikationen

Eine Methode zur kompositionellen Minimierung endlicher verteilter Systeme, welche
Satz 4.13 benutzt, wird deshalb bzgl. einer Minimierung der algorithmischen Komplexitat
weniger effizient (oder sogar ineffektiv) sein (vgl. Proposition 2.18 (1)).

Effektive Konstruktion

Wie bereits erwdhnt, geht man von korrekten Interfacespezifikationen zwischen den ein-
zelnen total definierten Parallelkomponenten aus, da diese effektiv und sogar effizient
berechnet werden kénnen. Satz 4.13 beschreibt, wie man daraus global korrekte Inter-
facespezifikationen erhilt. Im Beweis der Optimalitdt einer Methode kann deshalb direkt
auf Satz 2.9 zuriickgegriffen werden. Diese explizite Konstruktion wiirde jedoch, abgese-
hen vom oben diskutierten Nachteil bzgl. der Abstraktion, dem Prinzip der Vermeidung
einer Zustandsexplosion widersprechen, da die Konstruktion von global korrekten Inter-
facespezifikationen gemifl Satz 4.13 auf der parallelen Komposition beruht, die fiir das
Zustandsexplosionsproblem verantwortlich ist. Der folgende Satz zeigt einen Weg auf, wie
man fiir eine Reduktion bzgl. einer globalen Interfacespezifikation auf die oben genannte
explizite Konstruktion verzichten kann. Statt den Reduktionsoperator , bzgl. der glo-
balen Interfacespezifikation auf einen Prozel p anzuwenden, wird , sukzessive bzgl. der

paarweisen Interfacespezifikationen auf p angewandt:
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Abbildung 4.5: Gegenbeispiel zur Exaktheit von Interfacespezifikationen

Satz 4.16
Fiir alle total definierten Prozesse p € TotDefProc und alle Interfacespezifikationen I, I, €

I(p) gilt:

> 11||12(P) =, n( n(p))-

Beweis
Seien p = ((Sp, Ay, U {7}, —,,0),p) € TotDefProc und I, I, € I(p) beliebig. Ferner gelte

y L)L (P) = ((S1, A U{r}, —1,0),p) und , .,(, ,(p)) = ((S2, A2 U {7}, —2,0),p).
Betrachte zunéchst folgende Hilfsaussage fiir beliebige g € §,. Es gilt:

(*) 14, € Sh 14, € SIZ- q||i1||i2 € SPI|11||12 <
d4y € 81, 343 € S, ql|ty € Spir, A ]|ty € Sry oyir,-

Denn:
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«.
»w =

iy € 85, iy € S1,- q||i1]|42 € Spyry,

(Def. 1.8 & Prop. 1.9) = E|’l,’1 =1 € SI1 E|’I,’2 =1y € SIg‘ Q||Z,1 € Sp||11 A
(qllé1)ll%2 € Sepyry

(Def. 4.1 (1)) = 34y € 81, Fi5 € 81, q|l#) € Sy, A
ql|% € Srp i

34 € 51, 375 € Sp,- ql[#} € Spyr, A ql|23 € Sry i,
= 4 € 81, 345 € S, 4]ty € Sry i,
(Def. 4.1 (1)) = 34y € Sp, Jiy =4y € S1,. (4]]41)]1%2 € Ser)iza

(Prop. 1.9) = iy € 81, F4; € St,. qlli1][52 € Spyn1,

Es gilt , 7,j,(p) = » ,(; 1.(p)), denn:

1. Wegen Definition 4.1 gilt 4, = A; = A,.

2. Fiir die Zustandsmengen gilt:
S

(Definition 4.1 (1)) = {q € S, | F41||52 € Styyiz,- ql|(61]]42) € Spyyra)iz)}

= {q€ 8, |34 € 81, iz € 51, q||(41]%2) € Spy(1u)12)}

(*) = {q c SP | 321 € SII EI7’2 € SIz‘ q||7’1 € SP“II A
qlli2 € Se, yin }

(Definition 4.1 (1)) = {q € Sr, »y | Fé2 € S1,- qll42 € Sr, oyira }

(Deﬁnition4.1 (1)) = 5
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3. Seien p/,p” € §; und a € A; U {7} beliebig. Dann gilt

pl _a_>1pll PN pl L}zpll-

Zum Beweis betrachte folgende vollstdndige Fallunterscheidung:

1. Fall: a ¢ A7, und a ¢ A, also a ¢ Ap,:

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (3))

()

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Deﬁnition 4.1 (3))

; @ 17"
D —1p

344 |44, 41|35 € Sryr,- P'I|(311]45) —=paaiza) 2711 (1 |45)
A P||(1|7%) € Spyjzan)

34 |i, #1145 € Sty 7' —Dp 0" A iy = i A

P'l|(41]|%%) € Spyjza)n)

] N ; a 1" ol
43,4 € 81, 45,15 € 5,. ' —,p" A ;=4 A

iy =1y A P'(41]|4%) € Spjjaaim)

] N ; a 1" ol
43,4 € 81, 45,15 € 5,. ' —,p" A ;=4 A

1 __ 2l AN AN
ip =1 A pli]€ Spir, A P % € Srrl(p)llrz

] N I @ AT
43,4 € 81, 43,45 € Sp,. Pl —pn Pl A

o __ 2l AN AN
iy =15 A Py € Spn, A Pllis € Sr, i,

] ; 2 17" o
diy,15 € Sp,o P 0, P A By =1y A

P'lléy € Sr, i,

.y 3/ 7 .y a 11 1373
4,143 € S1,. P'[|7h T r,@In P i3 A

P'lléy € Sr, i,

; @ 17"
D —ap
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2. Fall: a ¢ A;, und a € Ay, also a € Ap,;, C At

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (5))

(Deﬁnition 1.8 (4))

()

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (5))

(Deﬁnition 4.1 (3))

; a 1"
D —1p

3 i #2145 € Sraprae 218 15) S pcrair 218 125)

A P||(41|73) € Spyizan)

34y |25, 37|17 € S, P ——p " A

illiy S nn il A PlIEE) € Spian)

] Y] ; @ 17" ol
43,40 € 81, 45,45 € 5,. 9 —,p" A 1) =14

ity A P|(8]|4) € Spyin)

] N ; a 1" ol
43,4 € 81, 45,15 € 5,. ' —,p" A 1] =14

1 @ 47 71|41 71|41
2y =1, % A p ||7’1 € SP”Il A p ||7’2 € SI‘II(P)HIz

] ] a1 @ 1"\ 1
43,4 € 81, i, 45 € Sp,. P4 —pn PUIIE A

@ -1 11|21 1|21
2y =1, % A p ||7’1 € SP”Il A p ||7’2 € SI‘II(P)HIz

] ; a 1" 4 @ -1
322,226512-P——>r,1(,,)p N 1y ——rt A

P'léy € Sr, i

.7 3/ 7 .7 a 1 -1
43,45 € St Pty ——rp, e P52 A

P'léy € Sr, i

; a 1"
D —ap

A

A
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3. Fall: a € A;, und a ¢ Ay, also a € Ap, ), C Ap:

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (5))

(Deﬁnition 1.8 (3))

()

(Deﬁnition 1.8 (5))

(Deﬁnition 4.1 (3))

(Deﬁnition 1.8 (3))

(Deﬁnition 4.1 (3))

; a 1"
D —1p

3 i #2145 € Sraprae 218 15) S pcrair 218 125)

A P||(41|73) € Spyizan)

34y |25, 37|17 € S, P ——p " A

illiy S nn il A PlIEE) € Spian)

] Y] ; @ 17" ]
43,40 € 81, 45,15 € 5,. 9 —,p" A 1y, =14

it A P(E]]E) € Spyin)

] N ; a 1" ol
43,4 € 81, 45,15 € 5,. ' —,p" A 1, =143

1 @ 47 71|41 71|41
—nY A p ||7’1 € SP”Il A p ||7’2 € SI‘II(P)HIz

] ] a1 @ 1"\ 1
43,4 € 81, i, 45 € Sp,. P4 —pn PUIIE A

1 __ 2l AN AN
iy =15 A Pliy €Sy, A Plliy € Sr, i,

] ; a 1" ol
345,45 € Sp,. p P N =1 A

P'léy € Sr, i

.7 3/ 7 .7 a 1 -1
43,45 € St Pty ——rp, e P52 A

P'léy € Sr, i

; a 1"
D —ap

A

A
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4. Fall: a € A;, und a € Ay, alsoa € A, C Ap:

; a 1"
D —1p

(Definition 4.1 (3)) <= 34} ||gh, &Y ||¢) € Sryyr,- 2| (811125) ——pii(zaniz) P11 (1 |I25)
A P||(41|73) € Spyizan)

(Definition 1.8 (5)) <=  3i||éh, ][/t € Spyr,- P ——p D" A

illiy nn il A PlI(EE) € Spian)

(Definition 1.8 (3)) <= 34l,i" € §p, Jib, it € Sp,. P —o, p" A i)~ i A

ity A P|(8]|4) € Sz

] N ; a 1" 4 @ 47
(%) < diy,1) € 81, iy, € 85,0 —, 0" A i —p 1 A
1 @ 47 71|41 71|41
2y =1, % A p ||7’1 € SP”Il A p ||7’2 € SI‘II(P)HIz

(Definition 1.8 (5)) <= 34}, € Sy, Idh,15 € Sp,. P'||é) ——pyr, P8} A
. a . . .
iy —rnt A Plit €Sy A Pl € Sy Gyin,

(Deﬁnition 4.1 (3)) <~ 3 7:,27 ’1,’2’ € 57, P —a—>1~11 @ P A ’I,’2 —a—>12 2’2’ A
AN
P'lléy € Sry i

(Definition 1.8 (5)) <= iy, 45 € Sp,. P[liy —>r ooir, P[5 A
P'lléy € Sry i

(Definition 4.1 (3)) <= P —2,p"

Der soeben bewiesene Satz gilt auch fiir partiell definierte Prozesse bzgl. des Reduktions-
operators II. Da der Satz 4.13 jedoch nur fiir total definierte Prozesse giiltig ist, reicht die
Formulierung des Satzes fiir die in diesem Kapitel beabsichtigten Zwecke aus. Weiterhin
erlaubt der Satz, aus dem bereits bekannten Satz 2.9 ein fiir die Optimalitét einer Methode

wichtige Proposition folgern zu kdnnen:

Proposition 4.17 (Kontexttreue der Reduktion)
Fiir alle total definierten Prozesse p,p;,p, € TotDefProc sowie alle korrekten Interface-

spezifikationen I, € I(p,p:) und I, € I(p, p.) gilt:

3 Ig(a II(P))||P1||P2 = P||P1||P2-
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Beweis
Die Behauptung folgt sofort mit den S&tzen 4.13, 4.16, 2.9 und Proposition 1.9.

4.4 Schluf3folgerungen und zukiinftige Forschungsarbeiten

In diesem Kapitel wurden Ansitze vorgestellt, um die Effizienz und die Praktikabilitit der
RM-Methode aus Kapitel 3 bzgl. des Reduktionsoperators II zu verbessern.

Der erste Verbesserungsansatz (Abschnitt 4.1) betrifft die sog. ,,Don’t—Care“—Undefiniert-
heiten, die bei der Bestimmung eines reduzierten Prozesses zwar mitberechnet, aber bis
jetzt nicht ausgenutzt worden sind. Damit die Effizienz durch Ausnutzung dieser Don’t—
Cares verbessert werden kann, bedarf es einer Strategie zu ihrer Behandlung. Dieses Pro-
blem tritt in vielen anderen Zusammenhingen ebenfalls auf, stellvertretend seien hier
Schaltkreise erwdhnt. Es ist zu untersuchen, ob die dort entwickelten Lésungsansétze auf

die in dieser Arbeit beschriebene Anwendung adaptierbar sind.

In Abschnitt 4.2 ist gezeigt worden, dafl die R M-Methode aus Kapitel 3 fiir total definier-
te Prozesse und korrekte Interfacespezifikationen bzgl. der algorithmischen Komplexitét
effizienter ist. Tatséchlich erfiillt unter diesen Voraussetzungen der spezielle Reduktions-
operator Il bzw. , eine Vielzahl von algebraischen Eigenschaften, welche i.allg. nicht gelten.

Diese Beobachtungen fithren zum zweiten Verbesserungsansatz.

Der zweite Verbesserungsansatz (Abschnitt 4.3) betrifft die Konstruktion von korrekten
Interfacespezifikationen aus paarweise korrekten Interfacespezifikationen. Die vorgestellte
Konstruktion abstrahiert jedoch so stark, dafl eine Anwendung innerhalb einer Methode
nur fiir sehr spezielle Systeme, bei denen die Betrachtung der Reihenfolge der einzelnen Pa-
rallelkomponenten in jener Methode sehr wichtig ist, Sinn macht. In zukiinftigen Arbeiten,
die diesen Ansatz verfolgen, mufl deshalb untersucht werden, ob der Ansatz fiir die beab-
sichtigten Zwecke iiberhaupt ausdruckskriftig genug ist, und ggf., ob die angesprochene

Abstraktion durch andere Konstruktionen minimiert werden kann.



Kapitel 5

Zusammenfassung

Ubersicht iiber die wesentlichen Eigenschaften der vorgestell-
ten Methode

Es wurde eine halbautomatische Methode zur kompositionellen Minimierung endlicher
verteilter Systeme vorgestellt, die zum Ziel hat, die wihrend der Konstruktion von Tran-
sitionssystemen i.allg. auftretende Zustandsexplosion zu verhindern. Die bei dieser Kon-
struktion entstehenden Zwischentransitionssysteme werden zum einen bzgl. lokaler Kon-
textabhingigkeiten und zum anderen bzgl. globaler Kontextabhingigkeiten minimiert. Er-
steres geschieht, wie auch bei ,,naiven Methoden iiblich, mit Hilfe einer Aquivalenzrelation
(hier der Beobachtungséquivalenz). Letzteres bewerkstelligt ein Reduktionsoperator, der
anhand der vom Programmentwickler bereitgestellten Interfacespezifikationen, welche den
globalen Kontext beschreiben, minimiert. In dieser Arbeit wurden sowohl die theoretischen
Eigenschaften als auch eine algorithmische Realisierung eines speziellen Reduktionsopera-

tors dargestellt.

Der Vorteil der hier vorgestellten Methode gegeniiber anderen ist, dafl Interfacespezifi-
kationen nicht notwendigerweise korrekt sein miissen, um das resultierende minimierte
Transitionssystem fiir Beweise (etwa von Programmeigenschaften) verwenden zu kénnen.
L&t sich anhand des resultierenden Transitionssystems der Beweis fiihren, so gilt das Be-
wiesene auch fiir das urspriingliche Transitionssystem. Die Methode leistet jedoch noch
mehr. Wurde das Beweisziel verfehlt, obwohl die Methode eine korrekte Minimierung an-
zeigt, so wird das Beweisziel auch mit Hilfe des urspriinglichen Transitionssystems verfehlt.
Weiterhin wurde gezeigt, dafl aufgrund verschiedener Eigenschaften der Methode ihre Effi-
zienz in Spezialfillen (wie etwa der totalen Definiertheit des betrachteten Systems und der

ausschliefllichen Betrachtung korrekter Interfacespezifikationen) gesteigert werden kann.

Ausblicke

Aus der kritischen Betrachtung der Methode ist der Wunsch entsprungen, korrekte Inter-

facespezifikationen aus paarweise korrekten Interfacespezifikationen automatisch konstru-
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ieren zu kénnen. Die dazu vorgestellte (naive) Technik abstrahiert jedoch von der durch
die Interfacespezifikationen beschriebenen Information so sehr, daf} sie fiir die Methode
nur in Spezialfillen geeignet ist. Addquatere Techniken zur Losung dieses Problems sind
derzeit nicht bekannt. Es ist daher zunéchst zu zeigen, ob paarweise korrekte Interfacespe-
zifikationen iiberhaupt ausdruckskriftig genug sind, um ein System geeignet beschreiben
zu kénnen. Wire dies der Fall, so ist weiterhin zu kléren, ob daraus eine Technik (ggf.

approximativ) fiir eine automatische Methode abgeleitet werden kann.

Ferner ist eine Realisierung der Methode im Rahmen des PASSAU-Projektes [St92/2]

vorgesehen.



Anhang A
Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden einige mengentheoretische und algebraische Grundbegriffe
angegeben. Insbesondere werden die Begriffe A quivalenzrelation, Quasiordnung und Halb-
ordnung sowie die Monotonie und Additivitit von Abbildungen definiert. Dariiberhinaus
werden einfache Aussagen und Zusammenhinge hergeleitet, welche u.a. beim Beweis der

Charakterisierung eines Fizpunktes durch Fizpunktiteration von Nutzen sind.

Aquivalenzrelationen

Definition A.1 (Aquivalenzrelation)
Sei D eine Menge und R C D X D eine bindre Relation auf D. Gilt fiir alle d,,ds,ds € D

1. (di,ds) € R und (d,,d3) € R impliziert (d,ds) € R (Transitivitdt),
2. (dy,d,) € R impliziert (d,,d;) € R (Symmetrie) und
3. (di,d1) € R (Reflexivitdt),

so heifit R eine A quivalenzrelation auf D. Statt (dy,d,) € R schreibt man gewdhnlich auch
di R d,.

Ist R eine Aquivalenzrelation auf D und d € D, so heifit die Menge {d' ¢ D | d Rd'}
Agquivalenzklasse von d. Eine Aquivalenzrelation R auf D bewirkt eine Partitionierung

von D, d.h. je zwei Aquivalenzklassen sind entweder disjunkt oder gleich.

Quasiordnungen

Definition A.2 (Quasiordnung)
Sei D eine Menge und Cp C D X D eine Relation auf D derart, daB fiir alle d;,d,,ds € D
gilt:

1. d, Cpdy und dy Cp d3 impliziert d; Cp ds (Transitivitdt) und

2. d, Cp dy (Reflexivitdt).
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Dann heifit Cj, eine Quasiordnungsrelation auf D. Ein Paar (D;Cp), bestehend aus einer

Menge D und einer Quasiordnungsrelation Cp auf D, heifit Quasiordnung.

Im folgenden wird der Index D weggelassen, falls er aus dem Kontext hervorgeht.

Halbordnungen
Eine Halbordnung ist eine Quasiordnung, deren Relation zusdtzlich antisymmetrisch ist.

Definition A.3 (Halbordnung)
Eine Quasiordnung (D;Cy) heit Halbordnung, falls fiir alle d;,d, € D gilt:

dy Cpdy und dy Cp d; impliziert d; = d» (Antisymmetrie).

Statt d; Cp dy schreibt man auch d, Jp d;.

Sei P der Potenzmengenoperator, d.h. P(M)=4 {N | N C M} fiir eine beliebige Menge
M.

Lemma A.4
(P(M); C) ist eine Halbordnung.

Bewelis

Seien A, B,C € P(M) beliebig.
o Reflexivitdt: Wegen A = A gilt auch 4 C A.
e Transitivitidt: A C B C C impliziert A C C.
e Antisymmetrie: A C B und B C A impliziert A = B.

Mit Definition A.3 folgt die Behauptung.

Definition A.5 (Kette, Supremum, Vollstindigkeit)
Sei (D;Cp) eine Halbordnung, T C D und d € D.

1. T heiBt Kette in D, falls fiir alle d',d" € T d'Cpd" oder d'Cpd' gilt. Die Linge
der Kette T betrdgt | T |, falls T abzéhlbar ist.

2. d heifit obere Schranke von T, falls fiir alled' € T d'Cp d gilt.

3. d heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von T in D, falls d eine obere Schran-
ke von T ist und fiir alle oberen Schranken d' von T dCp d gilt.
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4. (D;Cp) heiBt mengenvollstindig (kettenvollstindig), falls fiir jede Menge (Kette)
T C D das Supremum von T, bezeichnet mit | |, T, existiert. Statt kettenvollstindig

sagt man auch kurz vollstindig.

Fiir | |,{d;,d>} wird im folgenden auch d; Lip d; geschrieben. Im Falle ihrer Existenz sind
Suprema eindeutig bestimmt. In einer mengenvollstindigen Halbordnung (D; Cp) existiert
insbesondere | =4 ||, 0. Nach Definition des Supremums gilt fiir alle d € D: L Cp d.

Lemma A.6
Die Halbordnung (P(M); C), wobei M eine beliebige Menge bezeichnet, ist mengenvoll-
stdndig.

Beweis
Sei T C P(M) beliebig. Dann ist S=4 U{N | N € T} das Supremum von T, denn:
1. S ist obere Schranke von T, da nach Definition von § fiir jedes N € T N C § gilt.

2. Angenommen S ist nicht kleinste obere Schranke (Supremum) von T, d.h. es gibt
eine obere Schranke §' von T mit §' C S. Nach Definition einer oberen Schranke gilt
fir alle N € T N C S’ und somit auch § C §’. Zusammen mit Lemma A.4 (Anti-
symmetrie) folgt § = 5'.

Somit folgt die Behauptung mit Definition A.5 (4).

Im folgenden werden Abbildungen zwischen den Trigermengen von Halbordnungen be-
trachtet:

Definition A.7 (Bijektion, Monotonie, Additivitit und Fixpunkt)
Seien (D; Cp) und (D'; Cp.) Halbordnungen und ¢ : D — D' eine Abbildung von D nach
D',

1. Die Abbildung ¢ heifit bijektiv, falls gilt:

e Vdi,dy € D. ¢(d,) =p' ¢(d») impliziert di =p d» (Injektivitit) und
e Vd' € D' Id e D. ¢(d) =p: d' (Surjektivitit).

2. Gilt fiir alled,,dy € D
d, Cp d, impliziert ¢(d,) Cp: ¢(dz),

so heifit ¢ monoton oder ordnungserhaltend.

3. Gilt fiir alle nicht—leeren Ketten T C D

¢(Up T) = Up: {#(d) | d € T},

so heifit ¢ additiv.
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4. Ist (D;Cp) = (D';Cpi), so heiBt d € D Fizpunkt von ¢, falls ¢(d) = d gilt. d € D
heiBt kleinster Fizpunkt von ¢, in Zeichen d = fix(¢), falls d Fixpunkt von ¢ ist und
fiir alle Fixpunkte d' von ¢ gilt: dCp d'.

Beachte, dafl die Additivitéit einer Abbildung bereits die Monotonie der Abbildung impli-

ziert und die Komposition additiver Funktionen wieder additiv ist:

Lemma A.8

Seien (D;Cp), (D';Cp:) und (D";Cpn) mengenvollstindige Halbordnungen sowie ¢ :
D — D' und ¢' : D' — D" additive Funktionen. Dann ist auch ¢' o ¢ : D — D" eine
additive Funktion.

Beweis
Sei @ # T C D beliebig. Die Behauptung folgt nun mit Definition A.7 (3) aus

Up» ¢'(6(T))
(Additivitst von ¢') = ¢'(Up: ¢(T))

(Additivitst von ¢) = ¢'(é(Up T))

Fir die Fizpunkttheorie ist die folgende Spezialisierung des Satzes von Knaster und

Tarski zentral:

Satz A.9 (Fixpunktiteration)
Fiir additive Funktionen ¢ : D — D, welche auf einer mengenvollstindigen Halbordnung
(D; C) definiert sind, existiert der kleinste Fizpunkt fix(¢) und es gilt:

fix(¢) = | [{¢"(L) In€ }.

Bewelis

Zun&chst ist fix(¢) wohldefiniert, da (D;C) nach Voraussetzung mengenvollstindig ist.
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Die Fixpunkteigenschaft von fix(¢) folgt aus:

¢(fix(¢))

(Deﬁnition von ﬁX(¢))

(U™ (L) [ne )
(Additivitst von 8) = L{¢"'(L) [n€ }
= L") ne \{o}}
(a=dul) = L{#"(L)Ine \{0}}uL
= L{¢"(L)Ine }

(Deﬁnition von ﬁX(¢))

fix(¢)
Um zu zeigen, dafl fix(¢) der kleinste Fixpunkt ist, betrachtet man einen beliebigen Fix-

punkt dg, € D von ¢. Dann gilt | C dg, und damit wegen der Monotonie von ¢ fiir n €
¢™(L) C ¢™(dax) = dax. Also folgt

fix(¢) = | [{¢"(L) In e }Cdu



Anhang B

Beweilse

Beweis zur Parallel-/Fensteroperatorkorrespondenz

Hier wird der Beweis von Lemma 1.10 vorgefiihrt, welcher eine umfangreiche Fallunter-

scheidung bzgl. der operationellen Semantikregeln gemaf Definition 1.8 erfordert.

Die Aussage von Lemma 1.10:

Fiir alle Prozesse p,q € Processes und alle Mengen L, L' sichtbarer Aktionen

gilt:
(pllg)(L) = (p(L)[|g){L), falls L' 2 LU (AN Ay).

Bewelis

Seien p = ((Sp, AU{T}, —p,1,),P) 5 ¢ = (89, AgU{T}, — 4, T,), q) € Processes,
L' D LU(A,NA,). Ferner gelten die folgenden Bezeichnungen:

(p||q)<L> = ((Sla((A?UAq)ﬂL)U{T}a—>17T1)7P||Q) sowie
(p(L)]lg)(L) = ((S2, (AN L)UA)NL)U{T}, —2,T2), Pllg)-

Es sind die Bedingungen (1)—(3) der Definition 1.6 zu zeigen, da die Aktionenmengen von
(pl|g){L) und (p(L")||q){L) wegen der Forderung L' O LU (A,N A,) iibereinstimmen. De-
finiere dazu die bijektive Abbildung v : §; — S8, durch v((p'||¢’')(L)) =4 (P (L")||¢'){L)

und ferner fiir ¢ = 1, 2:
e 57, die Teilmenge aller in n Schritten vom Startzustand aus erreichbaren Zusténde,
e ——7, die Menge aller von einem Zustand in S}* ausgehender Transitionen, und
e 17, das Undefiniertheitspradikat der Zustinde in S?.

Fiihre nun eine Induktion iiber n durch®:

!Beachte, daff hier ausschlieBlich endliche Transitionssysteme betrachtet werden.

104



ANHANG B. BEWEISE 105

Wegen v(S?) = v({(pllg)(L)}) = {(p(L')||g)(L)} = S (Dies ist bereits Punkt (1) der De-
finition 1.6.) ist der Induktionsanfang trivial. Es gentigt, den Induktionsschritt fiir n > 1
unter der Induktionsannahme v(S77') = S7~' durchzufiihren, um den Beweis zu ver-
vollstédndigen. Es ist also folgendes zu zeigen:

n-1 n-1
1 2

L (@lg)NL) =, @"ld'NL) <= @ {L)dNL)—

2. v(S7) =57 und

(@"(L)a")(L),

3. PldN DT e = (P{L)¢ND)T3 e

Zun&chst ist Punkt (1) des Induktionsschrittes gem&fl der Regeln aus Definition 1.8 zu

verifizieren:

1. Fall: a # 7

Regel 3:

(P'llg ) (L) =1 (P"llg)(L) e € A\A,

(RegelL,a#7) <= p|l¢d —SpaP'lld ,a€L,ac A\A,

(Regel 3,a ¢ 4,) <= p —>,p" ,acL,acA\A,

(Regell,acL') <= p(L')Spp’ (L) ,a€L,ac Ayy\A4,

(Regel 3,a ¢ A;) <= P(L)ld' —pzne P (L)l @€ L,a€ Ayun\4

(Regel L,azr) <= (P(L)dNL) 2 (0" (L)) {L) ,a€ Ayry\A
Regel 4:

(@llg ) (L) =1 (Pllg" L) ,ac A\A,

(Regel 1, a£7) = Plld SpePllg" ,acl,ac A)\4

(Regel4,a ¢ A,) <= ¢ -5,q¢" ,acL,ac A\A,

(Regel 4)° = PId e P {L)lg" s a€ L, ac AN\ Ay

(Regel1,a27) <= (P(L)lg)L) =2 (P (L)|lg"}{L) ,a€ A\ Ay

’Beachte: a ¢ A, <= (wegena € LC L") a¢ ANL = A,y
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Regel 5:

(Regel 1, a # 7)
(Regel 5)
(Regel 1, a € L')
(Regel 5)

(Regel l,a # ‘r)

2. Fall: a =7
Regel 3:
" :> “:

(Regel 2)

I D A A

(Regel 3,b ¢ A,)

Fall1: b¢ L'

(Regel 2)

(Regel 3, 7 ¢ A,)

(Regel 2)

Fall 2: bc L'

(Regel 1)

(Regel 3,b ¢ A,)

(Regel 2)
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(@llg ) (L) =1 (P"lg" L) ,a€A,acA,

Pllg —=pp"llg" sacLl,acA,acA,

p—,p",¢d >,q¢" ,a€Ll,acA,,ac A,

P(L"Y S,y P (L), ¢ —>4q" ,a€L,a€Apy,ac A,
PG Spmne P (L)lg" sa€L,ac Aypy,ac A,

(P'(L)lgNL) =2 (P(L)g")(L) 5 a € Appry, a € A,

(@llg' )WL) =1 (p"]la'){L)
Pl L’pllqp”Hq, s (gL, be AN\NA)V (b=T1)

P, ,(b¢L,be AL\A)V (b=7)

(L") =y P (L)
YL iy (L) l¢

(P/(L")]lg"){L) === (P"(L")]|g')(L)

PLY oo (L), (B¢ L,be A\A) V (b=T)
PIg —pye PG, (B¢ L)V (b=T)

(P/(L")]lg"){L) === (P"(L")]|g')(L)
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» < “: Betrachte folgende vollstindige Fallunterscheidung gem&f den Regeln zur opera-

tionellen Semantik (vgl. Definition 1.8):

(' (L")[lg')(L) —=2 (P"(L")|l¢')(L)
Fall 1:
(Regel 2) =  PLIg e P (L)d B¢ L, bET bE Ay \A,
(Regel 3,b¢ A,) = pP(L) Sy (L)) ,b@& L, b#7T,be A\A,
(Regel 1, b # 7) > P Dup" L bEL,be A\A,

b
(Regel 3,b¢ Aq) = p’||q' —pllq p”Hq, , b @é L

(Regel2,6¢L) = (Pllg)(L) 1 (p"[lg')(L)
Fall 2:

(Regel 2) = P(L)ld —pyie P (L)|ld
(Regel 3) = L) DS p’ (L)

Fall 2.1:

(Regel 1) = p -5,

(Regel 3) = Pld "ppe"lld

(Regel 2) = (Pl L) 1 (p"]lg')(L)
Fall 2.2:

(Regel 2) = pp LbELLbEA,

b
(Regel 3,b ¢ 4,)° =  plg —peP'lld ,0¢L

(Regel 2,6 ¢ L) = (Pllg)NL) 1 (p"]lg'){L)

*Beachte: b ¢ L' D (A,NA,) = b¢ A, (dabc A,).
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Regel 4:

» :> “:
(Regel 2) =
(Regel 4, b ¢ A,) =

(Regel 4, b ¢ Ayry) =

(Regel 2,b ¢ L) =
» <: “:
(Regel 2) =

(Regel 4,b ¢ Ayny) =
(Regel 4,b ¢ A,)* =

(Regel 2) =
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(@' llg' (L) =1 (¥'llg"){L)

Plle —peplld” (B¢ L, beANA)V (b=1)
g —gq", (b¢ L, be A\A)V (b=T)
P(L)lg —Spznie P (E)lld" (B¢ L)V (b=T)

(P/(L')]lg")(L) =2 (P'(L")|lg")(L)

(P'{L")]lg"){L) === (P'{L")]lq")(L)

PN d S pizie PLIG" 5 (0 ¢ L,bE A\ Apzy) V
(b=1)

¢ —qq", (¢ L, b€ A\ Ayzy) V (b=T7)
Plld e ?lld" (b L)V (b=T)

(P'llg')(L) =1 (P'llg"){L)

Diese Fallunterscheidung beweist Punkt (1) des Induktionsschrittes. Punkt (2) ist eine
unmittelbare Konsequenz aus Punkt (1). Deshalb ist nur noch Punkt (3) des Induktions-

schrittes mit Hilfe von Definition 1.8 zu verifizieren:

“Beachte: b € Ag\Apry = b ¢ Aypy = ApNL'. Ware b € Ay, so auch b € A,NA; C L' und

b € Ayzy (Widerspruch).
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1. Fall: a # 7

Regel 8:
(P'llg){L)Ta ,a€ A\A,
(Regel 6, a # 1) (P'lg) e sa€L,ac A\A
(Regel 8, a ¢ A,) pTa ,acl,ac A\A
(Regel 6,a € LC L') P{L) e ,a€L,a€ Aypy\A,

(Regel 8,a ¢ Aq) (pI<L,>||q,)Tp(L’)||qa , @ € L, ac A?(L’) \Aq

D (R A

(Regel 6, a # 7) @ {L)lg')(L)T2a 5 a € Appn\Aq

Regel 9:

(Pllg)L)Tie a€ A, q

(Regel 6, a # 1) = (Pl e sa€l,a€h,q
(Regel 9, ¢' ;) = pla ,acl,ach,,qd >,
(Regel 6,ac LCL') <= p (L) ,pa ,a€Ll,ac Ay, q —,
(Regel 9, ¢' ) = (PN e se€L,a€ Aypy, ¢
(Regel 6, a # 7) = ((I)dND)Ta ,ac Ay, d —
Regel 10:
(Pl ) L)Ta ,a€ A\A4

(Regel 6, a # 1) = (Plg) e sacL,ac A\A

(Regel 10, a ¢ A,) = ¢T,a ,acl,ac A\A

(Regel 10, a ¢ Apzy)® <= (P{L)Ig)Tpznq@ >a € L, a € A\ Ay

(Regel 6, a # 7) = (PN L) Ta ,a€ A\ Ay
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Regel 11:

@) L)Te ,ac Ay, p _a_>P

(Regel 6, a # 7) = @) e sa€l,acA,p

(Regel 11, p' —%5,) <~ 4qT,a sa€l,ac A, p =,

(Regel 11, p(L) 5511 )° <= (P{L @) Tpizne@ sa€L,ac A,
P/(L) o

(Regel 6, a # 7) = (P{L)ldND)Tha ,a€ Ay, p(L) —pu

Regel 12:

(Pllg){L)ha ,a€ A, ac A,
(Regel 6, a # 1) (p’||q’)Tp”qa ,ac€L,acA,,ac A
(Regel 12) pla,qdl,e ;acLl,acA,ac A,
(Regel 6,a € LC L') p’<L’>TP(L,)a, ¢7,0 ,acLl,ac Ayry,ac A,

(Regel 12) (P (L)) T pone@ >@€L,a€ Ay, a€ A,

I D A A

(Regel 6,a # ‘r) (pI<L,>||ql)<L>T2a , @€ A?(L') »a € ‘Aq

2. Fall:a =7

» = “: Betrachte folgende vollstdndige Fallunterscheidung gem&8 den Regeln zur opera-
tionellen Semantik (vgl. Definition 1.8):

(P'llg (L) T

Fall 1:

(Regel 7) = (p'”q’)TquT

Beachte: a ¢ A, <= (wegena € LCL') a ¢ A,NL' = Aypiy.
6Vgl. vorige Fufinote und Regel 1.
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Fall 1.1:
(Regel 8)
(Regel 7)
(Regel 8)
(Regel 7)
Fall 1.2:
(Regel 10)
(Regel 10)
(Regel 7)
Fall 1.3:
(Regel 12)
(Regel 7)
(Regel 12)
(Regel 7)
Fall 2:
(Regel 7)
Fall 2.1:
(Regel 8)
Fall 2.1.1: b ¢ L'
(Regel 7)

(Regel 8)

qT,T
(P (L) pizna™

(@' (L) lg') L) Te7

P17, a1,

PAL o 75 41,7

(P (L) pizna™

(@ (L) lg') (L) Te7

(Pllg)Tped S 0E L, b#T

Phb s bg L, be A\A

(L) T

(P (L) pizna™
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(Regel 7) = (@ (L)g )N L)T,7
Fall 2.1.2: bec L'
(Regel 6) = p’<L’>TP(L,)b , b §§ L,b Q Aq

(Regel 8, b ¢ A,) = (@) Tpyd 0¢L

(Regel 7, b ¢ L) = (P(L)lg') (L)1,

Fall 2.2:

(Regel 9) > phb L bEL,beA,qd -y
(Regel6,b€L) = p(I)V,b ,bgL,beA,qd
(Regel 9) = (P )b 0 EL

(Regel 7, b ¢ L) = (P(L)lg') (L)1,

Fall 2.3:

(Regel 10) = ¢1,b ,b¢L,be A\A

(Regel 10)7 = (PO )Tpzyed 0¢EL

(Regel 7, 6¢ L) = (P{L)llgN(L)T,7

Fall 2.4:

(Regel 11) = ¢Tb ,b¢L,beA,p >,
(Regel 11)° = (P pnd 0 EL

(Regel 7,b ¢ L) = (Pl )N L)T,7

Fall 2.5:

(Regel 12) = P1b,dTb ,bcA,bcA,b¢L

(Regel 6,b¢c L') = p’<L'>T,,(L:)b 3 q,Tqba b @é L



ANHANG B. BEWEISE 113

(Regel 12) = (L) Tpzyd >0 ¢ L

(Regel 7,b ¢ L) = (POl L)Ter

» < “: Betrachte folgende vollstindige Fallunterscheidung gem&fl den Regeln zur opera-

tionellen Semantik (vgl. Definition 1.8):

(' (L)lg" ) {L)T,7

Fall 1:

(Regel 7) = (PG iz
Fall 1.1:

(Regel 8) = pI<L,>TP(L')T

Fall 1.1.1:

(Regel 7) = p’TpT

(Regel 8) = (p,qu)TquT

(Regel 7) = (P'||Q')<L>T1T

Fall 1.1.2:

(Regel 7) = p'T,,b yb¢ L'

(Regel 8,5 ¢ A,)° = (p'l|¢) 1,0 b¢ L

(Regel 7,b ¢ L) = (@} L)1yT

"Beachte: b ¢ A, = b ¢ Aypny.
8Beachte: b ¢ A,N A, C L' impliziert p'(L") —b>p(L:).
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Fall 1.2:
(Regel 10) = q1,7

(Regel 10) = (@) pe7

(Regel 7) = (PllgdNL)TT

Fall 1.3:

(Regel 12) = PV T, ¢ T,7

Fall 1.3.1:

(Regel 7) = p1bdr,T ,b¢lL

(Regel 10) = (@) pe7

(Regel 7) = (PllgdNL)TT

Fall 1.3.2:

(Regel 7) = Pl

(Regel 12) = (@) pe7

(Regel 7) = (PllgdNL)TT

Fall 2:

(Regel 7) = (P’<L’>||Q')TP(L')||qb s bg L,b#T

Fall 2.1:

(Regel 8) =  PIVpenb Sb¢L,be Ay, bE A

(Regel 6, b€ Ayy C L') = pTb ,0¢L,bcA,bg A,
(Regel 8, b ¢ A,) = (@d)Nyed S0¢L

(Regel 7, b ¢ L) = (PllgNL)TyT
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Fall 2.2:

(Regel 9)

(Regel 6,b € Ay CL')

(Regel 9,q —b>q )
(Regel 7,b ¢ L)
Fall 2.3:

(Regel 10)

(Regel 10, b ¢ Ap)lo

(Regel 7,b ¢ L)
Fall 2.4:

(Regel 11)
(Regel 1,b # 7)
(Regel 11)
(Regel 6,b ¢ L)
Fall 2.5:

(Regel 12)
(Regel 6,b ¢ L')
(Regel 12)

(Regel 7,b ¢ L)
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pI<L,>Tp(L’)b 5 b € L, b c A?(Ll) ) q, L)q
PT,b L, beL,bedA,, -,
(pIHq,)Tqub ’ b §é L

(P'llgNL)TT

qTh ,b¢g L, bd Ay, be A,
(pIHq,)Tqub ’ b §é L

(P'llg N L)1

g1b ,b¢L,b#T,be Ay, p (L) "y
qqub 7b¢LaP’L>pabEAP7 be A,
(pIHq,)Tp”qb ? b € L

(P'llg N L)1

pI<L,>Tp(L')b ’ q’Tqba b @é L7 b 7£ T
PTb,q7,b ,b¢ L
(pIHq,)Tqub ’ b §é L

(P'llg N L)1

*Wire b € Ay, so wiirde (beachte b € A,) b € A,N A, und schliellich b € L' folgen (Widerspruch).
"Wiare b € A,, so wiirde (beachte b € Ag) b € AN A, C L' folgen und daher b € Ay gelten
(Widerspruch).
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Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.



Anhang C

Datenflulanalyse

C.1 Grundlagen

Die Datenfluflanalyse ist eine spezielle Form der statischen Analyse von Programmen.
Dabei interessiert man sich i.allg. fiir Informationen, die an bestimmten Stellen eines Pro-
gramms (wihrend der Programmausfiihrung) giiltig sind. Gegenstand der Datenfluflana-
lyse ist, wie man diese Information zur Ubersetzungszeit erhalten kann.

Datenfluflanalyse, die auf abstrakter Interpretation beruht, ist theoretisch am weitesten er-
forscht. Ziel der abstrakten Interpretation ist es, die komplexe Semantik eines Programms
durch eine einfachere, auf die gewiinschten Informationen zugeschnittene Semantik zu er-
setzen. Dies geschieht gewdhnlich durch die Definition eines lokalen abstrakten Semantik-
funktionals, welches jeder Aktion im Programm eine entsprechende Transformation zuord-
net. Als formales Hilfsmittel betrachtet man eine mengenvollstindige Halbordnung (C;C),
deren Elemente die Datenfluflinformationen représentieren, mit deren Hilfe man Aussagen
an Programmstellen treffen mochte. Um die interessierenden Aussagen zu erhalten, muf}
man ausgehend von der lokalen abstrakten Semantik eine globale abstrakte Semantik defi-
nieren. Eine erste Méglichkeit dazu bietet die operationelle ,join over all paths“ (JOP)-
Strategie, welche direkt der Intuition entspricht: Sie bestimmt die Information, die durch
das Verfolgen der lokalen abstrakten Semantikfunktionen (ausgehend vom Programman-
fang mit einer initialen Datenflulinformation, entlang aller méglichen Programmpfade bis
zur beobachteten Stelle im Programm) gegeben ist. Diese Strategie ist jedoch ineffektiv,
da es unendlich viele Pfade zu einer bestimmten Stelle im Programm geben kann. Die
zweite Moglichkeit bietet die denotationelle ,minimal fized point“ (MFP)-Strategie. Es
wird die kleinste Losung eines Gleichungssystems betrachtet, welches die Konsistenz zwi-
schen Vor— und Nachbedingungen von Datenflulinformationen beschreibt. Dabei muf} die
Vorbedingung einer Programmaktion von den Nachbedingungen ihrer Vorgéngeraktionen
impliziert werden. Die Nachbedingung einer Programmaktion ergibt sich durch die An-
wendung ihrer lokalen abstrakten Semantikfunktion auf ihre Vorbedingung. Dieser Ansatz
fiihrt unter gewissen Voraussetzungen zu einer effektiven (manchmal auch zur effizienten)
algorithmischen Beschreibung der globalen abstrakten Semantik und damit zur effektiven

Berechnung der gewiinschten Informationen an einer beliebigen Stelle des Programms.
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Kam und Ullman [KU77] haben gezeigt, dafl die beiden Strategien unter der Vorausset-
zung additiver lokaler abstrakter Semantikfunktionen das gleiche Ergebnis liefern, d.h.,
daf} die sogenannte JOP-Lésung und die MFP-Ldsung iibereinstimmen. Diese Aussage

ist unter dem Begriff Koinzidenztheorem bekannt.

Prozesse und endliche Pfade

Zur statischen Analyse werden Programme hier als Prozesse dargestellt.! Wie in Kapi-
tel 1, Definition 1.2 definiert, ist ein ProzeB ein Paar bestehend aus einem Transitionssys-
tem und einem ausgezeichneten Startzustand.? Bei dieser Darstellung wird im Gegensatz
zu Struktogrammen von den fiir die Analyse unwichtigen Details eines Programms ab-
strahiert. Entscheidend sind bei der statischen Analyse nur die einzelnen Aktionen eines
Programms und deren Zusammenspiel, d.h. die Verzweigungsstruktur. Um entscheidbar

zu bleiben, wird die Verzweigungsstruktur nichtdeterministisch betrachtet.

Im folgenden sei p = ((Sp, AU {7}, —5, T,), p) ein fester, aber beliebiger Prozef. Fiir eine

formale Behandlung der Datenfluanalyse werden die folgenden Definitionen benétigt:

Definition C.1 (Vorgédnger und Nachfolger)
Fir k = (q,-,9') € —, bezeichnet pred(k)=4{! |1 = (-,-,q) € —,} die Menge al-
ler Vorginger und succ(k)=4{! |1 = (¢',-,-) € —,} die Menge aller Nachfolger der

Transition k.

Definition C.2 (Endliche Pfade)

Ein endlicher Pfad pf in einem (erweiterten) Transitionssystem (S, AU {r},—,1) ist
eine Folge pf =4 (k = k1,...., kg =1),q¢ > 0, k; € — (1 < ¢ < q), von Transitionen mit
k; € pred(k;,,) fiir 1 < j < q — 1. Die Linge lgth(pf) des Pfades pf ist q, wobei € der
eindeutig bestimmte Pfad der Linge 0 ist. Die Menge aller endlichen Pfade von k nach !

wird mit Plk,l] bzw. jene von k zu einem Vorgénger von 1 mit P[k,l) bezeichnet.

Aus beweistechnischen Griinden nehmen wir von dem Prozel p 0.B.d.A. an, daf} zu sei-
nem Startzustand keine Transition fiihrt und daBl von seinem Startzustand nur eine 7—
Transition, bezeichnet mit k,;,;, ausgeht. Ist diese Bedingung von einem Prozefl ¢ =

((8q, AU {T}, —4,1,), ¢) nicht erfiillt, so betrachte den dazu ~?-&quivalenten Prozef ¢' =
((Sq'7 ‘AqU {T}7 —7q's Tq)’ ql) mit Sq’ —df Sq U {q,}a q, @é Sqa und ! =df — ¢ U {(qlaTa Q)}

Lokale abstrakte Semantik

Jede Transition eines Transitionssystems reprisentiert, wie oben erwdhnt, eine Aktion des
betrachteten Programms. Die Semantik einer Transition 148t sich somit als die Transfor-

mationsfunktion definieren, welche der Transition entspricht.

!Die Darstellung von Programmen durch Prozesse ist in der Datenflulanalyse uniiblich, aber fiir die
im Rahmen dieser Arbeit auftretenden Anwendung notwendig. Vielmehr werden in der Datenfluflanalyse
Programme durch Flufigraphen modelliert.

?Das Undefiniertheitspridikat eines Prozesses spielt in diesem Zusammenhang keine Rolle.
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Formal benétigt man zunichst eine mengenvollstindige Halbordnung (C;C), deren Ele-
mente die fiir die Analyse relevanten Datenflulinformationen darstellen.

Die lokale abstrakte Semantik eines Prozesses p = ((Sp, A,U {7}, —p, 1,), p) ist durch das
Semantikfunktional [-] : (—,) — (C — C') definiert, welches jeder Transition k € —,
eine Transformation in C' zuordnet.

[-] 148t sich fiir endliche Pfade einfach erweitern. Definiere dazu fiir jeden endlichen Pfad

pf = (kla"'akq)a q> 0:

[pf] =ar [kq] 0 .- 0 [R4].

Das Semantikfunktional eines Pfades ist als die Hintereinanderausfithrung der Semantik-

funktionen auf dem Pfad (in natiirlicher Reihenfolge) definiert.

Gesucht ist nun, ausgehend vom lokalen abstrakten Semantikfunktional, eine Definition
einer globalen abstrakten Semantik. Im folgenden werden zwei unterschiedliche Ansétze
dazu vorgestellt: zum einen die operationelle JOP-Strategie (Vereinigung iiber alle Pfade)

und zum anderen die denotationelle MFP-Strategie (minimaler Fixpunkt).

JOP-Strategie

Die JOP (,join over all paths“)-Strategie entspricht direkt der Intuition. Ausgehend von
der fiir die Starttransition k,;,,; giiltigen Information ¢y wird fiir jeden endlichen Pfad
im betrachteten Transitionssystem von der Starttransition k,..,; bis vor die betrachtete
Transition k diejenige Information berechnet, die vor der Ausfithrung der zu k gehorigen
Aktion gilt. Vereinigt man diese fiir jeden Pfad erhaltenen Informationen, so erhilt man die
(Datenfluf-)Information JOP,,(k), die bzgl. der Transition k gilt, und zwar unabhingig
entlang welchen Pfades man k erreicht hat. Gibt es also einen Pfad, der bzgl. der Transition
k die Information c liefert, so ist ¢ in JOP, (k) enthalten (cC JOP, (k)). Diese Semantik
wird {iblicherweise als Aufsammelsemantik bezeichnet.

Formal sieht dies fiir die mengenvollstindige Halbordnung (C; C) wie folgt aus:

Ve —p Ve e C. JOP,,(k) =df u{[[Pf]](co) | of € Plkstare; k)}

Der Nachteil dieser Strategie ist ihre Ineffektivitit: Graphentheoretisch gesprochen kann
ein Transitionssystem einen Zykel enthalten, so dafl es dann von der Starttransition k,;q.
aus unendlich viele endliche Pfade zu der betrachteten Transition k gibt; je nachdem wie

oft man diesen Zykel durchliuft, erhilt man jedesmal einen anderen endlichen Pfad.

MFP-Strategie

Die MFP (,minimal fixed point*“)-Strategie entspricht nur indirekt der Intuition. Dabei

geht man von einem Gleichungssystem aus, welches die Konsistenz zwischen Vor— und
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Nachbedingungen von Datenfluflinformationen an den Transitionen des betrachteten Tran-
sitionssystems beschreibt.

Die Vorbedingung einer Transition &, d.h. die (Datenflufl—)Information, die vor Ausfithrung
der zu k gehorigen Aktion giiltig ist, ist fiir die Starttransition k,;,,; die initiale Information
¢o und fiir alle anderen Transitionen die Vereinigung der Nachbedingungen der Vorgénger-
transitionen von k (also die vor k giiltige Information, egal von welchem Vorgénger aus man
gekommen ist). Die Nachbedingung einer Transition k, d.h. die (Datenflufl-)Information,
die nach Ausfiithrung der zu k gehérigen Aktion giiltig ist, ergibt sich durch Anwendung
der lokalen Semantikfunktion [k] auf die Vorbedingung von k.

Formal betrachtet man ein Gleichungssystem, welches fiir £ € —, aus folgenden Glei-

chungen entsteht:

co falls & = k00
LI{post(l) | I € pred(k)} sonst

post(k) = [k](pre(k))

pre(k) =

Die kleinste Losung (pre.,, post.,) des Gleichungssystems beinhaltet die gesuchte MFP-
Losung MFP, (k) bzgl. der initialen Information ¢, und der betrachteten Transition k:

Vke€ —, Veo € C. MFP,, (k) =4 pre., (k).

Der Vorteil dieser Strategie liegt in der effektiven Berechenbarkeit des kleinsten Fixpunk-
tes des Gleichungssystems, falls die Semantikfunktionen monoton sind und die maximale
Kettenldnge in der Halbordnung (C; C) endlich ist.

Korrektheit und Optimalitit

In den vorangegangenen beiden Abschnitten wurden zwei Strategien, ndmlich die JOP-
und die MFP-Strategie, vorgestellt. Beide spiegeln das Ziel wider, fiir jede Transition eines
beliebigen, aber festen Prozesses ausgehend von der Startinformation ¢, die dort giiltige
Menge an (Datenflu-)Informationen zu bestimmen.

Die JOP-Strategie benutzt aufgrund der Ausdehnung des Semantikfunktionals [-] auf end-
liche Pfade eine operationelle Semantikdefinition, welche direkt die Intuition wiedergibt,
aber i.allg. nicht zu effektiven Algorithmen fiihrt.

Die MFP—-Strategie fiihrt aufgrund der Definition iiber den kleinsten Fixpunkt eines Glei-
chungssystems zu einer unter den genannten Voraussetzungen effektiven algorithmischen
Beschreibung, trifft die Intuition aber nur indirekt.

Ideal wire es nun, wenn JOP— und MFP-Lésung {ibereinstimmen wiirden, womit das
Ausgangsproblem effektiv 16sbar wéare. Somit stellt sich unmittelbar die Frage nach der
Korrektheit (Sicherheit) und der Vollstindigkeit (Optimalitét) solcher Algorithmen zur Be-
rechnung der MFP-Lésung im Vergleich zur JOP-Losung. Zentral sind dabei die Begriffe
Monotonie und Additivitdt.
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Das Koinzidenztheorem

Sind die lokalen abstrakten Semantikfunktionen [k], ¥ € —,, bzgl. (C; C) additiv, so las-
sen sich die Korrektheit und die Optimalitit allgemein zeigen.® Es gilt folgendes Resultat:

Theorem C.3 (Koinzidenztheorem)

Gegeben sei ein (erweitertes) Transitionssystem (S, AU{7},—,1).

Sind alle Semantikfunktionen [k] (fir k € — ) additiv, so ist die MFP-Lésung korrekt
und optimal in bezug auf die JOP-Lésung, d.h. es gilt:

Vke — Veo€ C. JOP, (k) = MFP, (k).

Beweis

Sei (S, AU {7}, —, 1) ein beliebiges (erweitertes) Transitionssystem, (C; C) eine beliebige
mengenvollstindige Halbordnung und [{] : C — C fiir [ € — additiv sowie ¢q € C und
k € — beliebig.

» 1% Zu zeigen ist JOP, (k) 2 MFP. (k).

Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Linge ¢ eines Pfades pf von k,;..

nach k.

Induktionsanfang: (i = 0)
Hier gilt k = k,;4,; und deswegen

JOPcu(kstart) = U{[[Pf]](co) | Pf € P[ksta’rh kstart)} = [[6]](60) = Co = MFPcu(kstart)

Gelte also JOP, (1) O MFP,, (1) fiir alle Kanten [, fiir die es einen Pfad pf’ von k,sqn
nach [ der Linge 7 gibt.

Induktionsschluf: (i — ¢+ 1)
Habe pf die Gestalt pf’ - [.* Dann gilt:

JOP,, (k)
(Definition von JOP) —  LHIpf(co) | BF € Pllviarss B}
(siche Fufinote®) 3 LHER!)(e0)) | BF € Plhuiarss D}
(Additivitst von [1]) = [ N(eo) | B € Pllstarss D})

®Die Korrektheit benstigt nur die Voraussetzung monotoner lokaler abstrakter Semantikfunktionen.
*Dabei bezeichnet pf’ I den Pfad, welcher durch das Anhsingen der Transition I an den Pfad pf’ entsteht;

vorausgesetzt, dal der Pfad pf' mit einer Vorgingertransition von ! endet.
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(Deﬁnition von JOP) = [[l]](JOPcD(l))
(Induktionsannahme & Monotonie) -] [[l ]] (MF P, o (l ) )

(Deﬁnition von MFP) -] ]\41‘—’13cD (k)

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

C“: Zu zeigen ist MFP, (k) J JOP. (k).

Nach Definition von JOP, (k) geniigt es, folgende dquivalente Aussage zu zeigen:

(*)  Vof € Plksare, k). MFP,,(k) 3 [pf](co)

Sei pf € Plksiart, k) beliebig. Der Beweis von (%) erfolgt jetzt mittels vollstindiger
Induktion iiber die Lénge ¢ des Pfades pf.

Induktionsanfang: (i = 0)
Hier gilt k = k,1qr sowie pf = € und daher MFP, (ks iart) = co = [€](co)-

Gelte also MFP, (k) 2 [pf'](co) fiir alle Pfade pf’ mit fgth(pf') = <.

Induktionsschluf: (i — ¢+ 1)
Sei etwa pf = pf’ - ' mit I' € pred(k), d.h. pf' € Plksiare,!') und Ith(pf') = i. Dann
gilt:

MEFP, (k)

(Definition von MFP) = {post.,(I) | I € pred(k)}
(W3hle speziell 1') J post., (I')

(Definition von MFP) = [U'](MFP., ("))

(Induktionsannahme & Monotonie) -] [[l’]] ( [[pf’]] (co))

(Deﬁnition von pf) = [[Pf]](co)

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

5Betrachte nicht mehr alle Pfade von k,;qr: bis vor k, sondern nur solche, die vor der Vorgdngerkante !

von k enden.
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Die Aussage des Koinzidenztheorems folgt nun wegen der Antisymmetrie von ,,C%.

Aufgrund des Koinzidenztheorems erh&lt man die i.allg. nicht berechenbare JOP-L&sung
tiber die (unter der zuséitzlichen Voraussetzung einer endlichen maximalen Kettenléinge in
der Halbordnung (C;C)) effektiv zu berechnende MFP-L&sung, falls alle Semantikfunk-

tionen additiv sind.

Ein expliziter Algorithmus

Hier wird ein Algorithmus in PASCAL-8hnlicher Notation angegeben, welcher die MFP-
Losung, also den kleinsten Fixpunkt des MFP—-Gleichungssystems, unter den oben erwihn-

ten Voraussetzungen effektiv berechnet.

Eingabe des Algorithmus:
o der betrachtete Prozefl p = ((5,, 4, U {7}, —p, 1,),P),
e die additiven Semantikfunktionen [k] fiir £ € —, und
o die Startinformation ¢y € C.

Ausgabe des Algorithmus:

Zu jeder Transition k¥ € —, ist nach der Terminierung des Algorithmus die Vorbedingung
(d.h. die vor Ausfithrung der zu k gehorigen Aktion giiltige Datenfluffinformation) in der
Variablen pre[k] und die Nachbedingung (d.h. die nach Ausfithrung der zu k gehérigen
Aktion giiltige Datenflulinformation) in der Variablen post[k] gespeichert.

Der Algorithmus beruht auf dem Worksetprinzip, d.h. in einer Variablen workset werden
diejenigen Transitionen gespeichert, fiir die sich aufgrund einer Anderung der Datenflufi-
information einer Vorgéngertransition ebenfalls noch etwas &ndern kdnnte und die deshalb
zumindest noch einmal {iberpriift werden miissen. Die Variable workset ist mit der Start-
transition k,;4,; initialisiert. Diese ist mit der initialen Datenflulinformation ¢, beschriftet.
Die Variablen pre[k] und post[k] korrespondieren mit den obigen Bezeichnungen aus dem
MFP-Gleichungssystem und sind mit dem | —Element von C, also dem kleinsten Element
der betrachteten mengenvollstindigen Halbordnung, initialisiert. Eine Ausnahme bildet
wie bereits erwdhnt pre[k,iq,:], das mit der initialen Datenflulinformation ¢, initialisiert

ist. Ansonsten ist der Algorithmus eine direkte Umsetzung des MFP—-Gleichungssystems.

(Initialisierung der Felder pre und post sowie der Variablen workset)
FORALL k € — DO (pre[k], postk]):=(L, L) OD;
pre[kstart] = Co;

workset := { k,1art }3
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(Iterative Fixpunktberechnung )
WHILE workset 2 ) DO
LET k c workset
BEGIN
workset:= workset\{ k };
postk] := [K](pre[k]);
( Aktualisierung der Umgebung von k und der Variablen workset)
FORALL ! € succ(k) DO
union:= pre[l] Ul post[k];
IF union  prel]
THEN
pre[l] := union;
workset:= worksetU {1} FI
oD
END
OD.

C.2 Anwendung

Bei der kompositionellen Minimierung endlicher verteilter Systeme ist die Datenfluflana-
lyse Hilfsmittel fiir die Berechnung eines reduzierten Prozesses, also fiir die algorithmische
Realisierung des speziellen Reduktionsoperators II (vgl. Abschnitt 2.3).

Um die vorgestellte Theorie der Datenflulanalyse auf diesen speziellen Fall anwenden zu
kénnen, sind zundchst eine mengenvollstindige Halbordnung und additive lokale abstrakte
Semantikfunktionen zu definieren sowie die zugehérige JOP- und MFP-Lésung zu cha-

rakterisieren.

Sei p ein beliebiger, aber fester Prozel und I € Z(p) eine beliebige, aber feste Interface-
spezifikation fiir p.

Wie in Abschnitt 2.3 bereits angedeutet, wird hier die mengenvollstindige Halbordnung
(Languages; C) fiir Languages = P(A;) (vgl. Lemma A.6) betrachtet. Ebenso sind dort
bereits die interessierenden lokalen abstrakten Semantikfunktionen &I definiert, welche
nach Lemma 2.15 additiv sind. Beachte dabei folgendes:

Damit die vorgestellte Technik zur Datenflulanalyse, welche auf der Betrachtung der Tran-
sitionen von p basiert, mit der in Abschnitt 2.3 praktizierten Betrachtung der Zusténde von
p korrespondiert, wird eine Transition k = (g, a, ¢') € —, mit dem Zustand q identifiziert.

Das lokale abstrakte Semantikfunktional [-] ist somit formal wie folgt definiert:

[k] =4 ;-
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Charakterisierung der JOP-Lésung

Die auf Seite 52 vorgestellte Prozedur charakterisiert, wie ein Vergleich mit Abschnitt C.1
zeigt, die MFP-Losung. Dafl [J{£(%) | q||i € Spz} der JOP-Losung fiir ¢ € S, entspricht,
ist weniger einsichtig, denn nach Abschnitt C.1 gilt

JOP.(a) = [ J{IefILD) | of € [kstarss k) b = (g55-) € —p}

(beachte auch hier wieder die Korrespondenz zwischen Transitionen und Zusténden). Die

Korrektheit dieser Charakterisierung garantiert die folgende Proposition:

Proposition C.4 (Charakterisierung der JOP-Lésung)
JOP. () = U{L(?) | glli € Spyr}

Bewelis

Zum Beweis sind zwei Inklusionen zu zeigen:

,» 2 “: Hier geniigt es, fiir ein beliebiges ¢ € S, und k = (g, -, ) folgende stirkere Behaup-

tung zu zeigen:

Vqlli € Spyr 3f € Plhsars, k). L(3) C [pfI(L(T)).

Seien also g € S, und q||i € Sy beliebig. Der Beweis der Behauptung wird mittels
vollstéindiger Induktion tiber die Lénge j eines Pfades von p||I nach g|| gefiihrt:

Induktionsanfang: (j = 0)
Hier gilt ¢ = pund ¢ = I. Mit der Wahl pf = € folgt
L(2) = L(I) € [el(£(1))-

Induktionsschlul: (j — j + 1)
Sei nun pf :° pl|T —7 p/||i' %> glli mit k' = (¢, 0, 4) und pf =y pf'-¥'. Dann hat der
Pfad pf’ von p||I nach p'||¢’ die Lange j. Folglich gilt nach Induktionsvoraussetzung

L(#') € [p'1(L(T)).

Fiir den Induktionsschlufl unterscheidet man nun zwei Félle:

Fall 1: a € A;, d.h. (vgl. Definition 1.8 (5), A; C A,) p' —— qund &' 3.

(Definition 1.7, ' —* i) C  L(")

®Diese Bezeichnung soll suggerieren, dafl es sich bei diesem Pfad schon um den Pfad pf aus obiger

Behauptung mit der gewiinschten Eigenschaft handelt.
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(Deﬁnition von [k'], a € AI) = [[kl]](['(zl))
(Induktionsvor. & Monotonie) - [[k’]]([[pf']](ﬁ(f)))
(Deﬁnition von pf) = [[Pf]](['(I))

Fall 2: a ¢ A;, d.h. (vgl. Definition 1.8 (3)) p' — q und ¢’ = 3.
L(7) = L(¢)

(Induktionsvoraussetzung ) - [[pf’]] (E(I))

(Definition von [k'], a ¢ Ar)

[#'1(Tf"1(£(1)))

(Deﬁnition von pf) = [[Pf]](['(I))

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

C“: Hier geniigt es, fiir einen beliebigen Pfad pf € Plk,iqr:, k) mit k& = (q,-,:) € —,

folgendes zu zeigen:
w € [pf](L(I)) impliziert 3Jq||é € Spr. w € L(2).
Die Behauptung wird mittels vollstindiger Induktion iiber die Linge j des Pfades

pf bewiesen.

Induktionsanfang: (j = 0)
Hier ist pf = €, sowie k = k,14,; und ¢ = p. Wéhle i = I, dann gilt p||i € Sz, und
die Behauptung folgt mit [e](L(I)) = L(%).

Induktionsschluf: (7 — 7+ 1)

Sei nun pf € Plk,iqrt, k) ein Pfad der Linge j 4+ 1 mit pf =4 pf’ - ¥'. Dabei sei etwa
¥ =4 (P';a,q), und der Pfad pf' € Plk,iqrs, k') hat die Lénge j. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es zu einem beliebigen Wort w’ € [pf'](L£(I)) einen Zustand

P'||#" € Spyr mit w’ € L(7'). Unterscheide nun zwei Fille:

Fall 1: a € A;. Dann gilt:

w € [pfI(L(T))
(Deﬁnition von pf) = wE [[k’]]([[pf’]](ﬁ(])))

(Deﬁnition von [[k']], a e AI) = w e ([[pf,]](['(I)))a
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(Induktionsvor. & Monotonie) = w € E(i’)a
(Deﬁnition 1.77) = 3 q||Z € SPHI' w € E(’I,)
Fall 2: a¢ A;, d.h. (vgl. Definition 1.8 (3)) p'||¢' =, g||¢'. Mit i =4 ¢’ folgt:

w e [pfI(L(D))
(Definition von 2f) = we [F([a1(£0)
(Definition von [¥],a ¢ Ar) = w € [pf'](L(D))
(Induktionsvoraussetzung) = w € L(i')

(i=1") = we L(i)

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Mit ,, C“ und ,, D folgt die Aussage der Proposition.

Die Korrektheit des Algorithmus (vgl. Satz 2.16) folgt nun unmittelbar aus dem Koin-
zidenztheorem C.3. DafB} der Algorithmus terminiert, ist nicht unmittelbar ersichtlich, da
die maximale Liénge einer Kette in der Halbordnung (Languages; C) unendlich sein kann.

Klarheit verschafft erst eine genauere Betrachtung dieser Datenfluflanalyse im néchsten
Abschnitt.

Komplexitét

Hier soll eine Zeitkomplezititsanalyse (worst—case—analysis) fiir den in Abschnitt C.1 vor-
gestellten Workset—Algorithmus bzgl. obiger Anwendung durchgefiihrt werden. Dabei sei
p = (8p, Ap, —5, 1,), P) ein beliebiger, aber fester Proze und I = ((Sr, A7, —1,0),1)

eine beliebige, aber feste Interfacespezifikation.

Als Maf fiir die (Zeit—)Komplexitit des Algorithmus dient die maximale Anzahl seiner
elementaren Rechenschritte (bis zu seiner Termination). Dabei wird hier das ,,Betrachten*
einer Transition von p als elementarer Rechenschritt aufgefafit. Im folgenden bezeichnet m
die Anzahl der Transitionen von p, d.h. m =4 | —, |, und n die Anzahl der Zusténde der
Interfacespezifikation I, also n=4 | S; |. Ferner seien p und I beschréinkt verzweigend,
d.h. fiir alle k € —, gilt: | suce(k) |< konst. Weiterhin sei der Aufwand fiir die Anwendung

einer lokalen abstrakten Semantikfunktion [k] fiir £ € —, konstant, da die Funktionen

"Beachte: w € L"), = aw € L(#') = w € L(3) fiir ein 7 mit ¢’ 25 und zusammen mit Defini-

tion 1.8 (5) p'||¢' L’plll g||%, also inshesondere g||z € Sy ;.
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einmalig vor Ausfithrung des Algorithmus mit einem Aufwand in O(m-n) berechnet werden
konnen. Dabei geniigt es, sich das Ergebnis der Anwendung einer solchen Funktion auf
die Sprachmengen £(z) fiir ¢ € S; zu merken. Die Effizienz kann unter obigen Annahmen
durch eine spezielle Darstellung der betrachteten Sprachmengen erreicht werden, die, wie
unten erldutert wird, auf einer surjektiven Abbildung zwischen der Potenzmenge von S;

und den Sprachmengen beruht.

Die Komplexitdt des Workset—Algorithmus setzt sich summativ aus der Komplexitét fiir
seine Initialisierung und jener fiir die Ausfiihrung seiner While—Schleife zusammen.

Bei der Initialisierung wird jede Transition mit einer Sprachmenge beschriftet. Folglich
wird jede Transition genau einmal betrachtet, so dafl die Komplexitét fiir die Initialisierung
in O(m) liegt.

Um die Komplexitét fiir die While-Schleife zu bestimmen, mufl gezihlt werden, wie oft die
While—Schleife héchstens durchlaufen wird. Desweiteren ist der Aufwand fiir einen Schlei-
fendurchlauf des Schleifenrumpfes nach oben abzuschétzen. Das Produkt aus beidem ergibt
dann den Aufwand fiir die Schleife.

Der Aufwand fiir eine einmalige Ausfiihrung des Schleifenrumpfes ist konstant, da der
Aufwand fiir die Anwendung von [-] nach Voraussetzung konstant und p beschrénkt ver-

zweigend ist.

Weitaus schwieriger als diese Betrachtungen ist es, festzustellen, wie oft die While—Schleife
ho6chstens durchlaufen wird. Priziser mufy gefragt werden: Wie oft kann eine Transition
k € —, maximal in das Workset gelangen? Eine Transition ¥ mit momentaner Beschrif-
tung £ kommt gem&fl des Algorithmus genau dann in das Workset, wenn fiir eine Vorgén-
gertransition [ mit Beschriftung £' [I](£') U L D L gilt, d.h. falls sich die Beschriftung
von k gedndert hat (beachte dabei die Monotonie der Funktion [{]). Anders formuliert
lautet nun die Frage: Was ist die maximale Linge einer (moglichen) Kette bzgl. der men-
genvollstindigen Halbordnung (Languages; C)? Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl die be-
trachteten Sprachen bzw. Vereinigungen von Sprachen eine Struktur gem&f Definition 1.7
und insbesondere die Eigenschaft der Prafixabgeschlossenheit besitzen. Folglich wird fiir
die hier analysierte spezielle Datenflulanalyse nicht die Menge aller Sprachen betrachtet,
die iiber dem Alphabet A; gebildet werden konnen, sondern lediglich eine Teilmenge da-
von. Mit anderen Worten ist nicht die mengenvollstindige Halbordnung (Languages; C)
Grundlage fiir die Datenfluflanalyse, sondern eine mengenvollstéindige Halbordnung (H; C)
mit H C Languages. Diese Beobachtung ist sehr wichtig, da es in (Languages; C) unendlich

lange Ketten gibt,® und soll im folgenden exakt formuliert werden.

Nach Definition 1.7 der Sprache eines Prozesses und nach Definition des lokalen abstrakten
Semantikfunktionals [-] sowie des Algorithmus enthslt die Menge H alle Sprachen L(¢)
fiir ¢ € S; und die Mengen |J{L(%) | ¢ € S;} fiir S} C Sy, die aus der Vereinigung solcher

Sprachen entstehen. Die in H enthaltenen Sprachen lassen sich durch sog. Multiprozesse

8Unter der Voraussetzung, dafl es unendlich lange Ketten gibt, ist der Workset—Algorithmus ineffektiv.
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bzgl. I charakterisieren.

Definition C.5 (Multiprozesse)

Gegeben sei ein Prozef I = ((S1, Ar,—1,71),1).

Ein Tupel P =4 ((S1, Ar, —1,77), P) mit P C S; heifit Multiprozef bzgl. I.
Die Menge aller Multiprozesse bzgl. I wird mit MP(I) bezeichnet.

Ein MultiprozeB bzgl. I besteht also aus demselben erweiterten Transitionssystem wie
I und kann im Gegensatz zu I keinen, einen oder mehrere Startzustéinde besitzen. In
natiirlicher Weise dehnt sich die Tracesemantik eines Prozesses® auf Multiprozesse aus:
Ist P = ((S1, Ar, —1, 1), P) ein MultiprozeB bzgl. I, so ist die Tracesemantik von P
definiert durch:

L(P)=4 | J{L(q) | q € P}.

Folglich ist die hier interessierende Menge H von Sprachen nichts anderes als die Menge
der Tracesemantiken aller Multiprozesse bzgl. I, welche mit MP(I) identifiziert werden
kann (wir schreiben: H = MP(I)). Deswegen bildet sie zusammen mit der Ordnung C
eine Halbordnung. Da H C Languages gilt und (Languages; C) eine mengenvollstindige
Halbordnung ist, ist auch (H;C) eine mengenvollstindige Halbordnung. Ferner ist nach
Definition C.5 ein Multiproze P bzgl. I durch seine Startzustandsmenge P eindeutig

bestimmt.

Betrachte nun die Abbildung ¢ : P(S;) — H £ MP(I) definiert durch P — L(P), wobei
(P(Sr); C) nach Lemma A.6 ebenfalls eine mengenvollstéindige Halbordnung ist. Die Ab-
bildung ¢ ist aufgrund ihrer Definition zusammen mit den Definitionen von H und von
L(P) fir P € P(S;) surjektiv. Daher erlaubt sie eine effiziente Darstellung der Elemen-
te von H, die i.allg. Sprachmengen mit unendlich vielen Worten sind, durch (endliche)

Mengen von Zusténden des Prozesses 1.

Fiir die Komplexitdtsanalyse ist die Abbildung ¢ ein wichtiges Hilfsmittel, um zu zeigen,
daB die maximale Linge einer Kette in (H; C) und in (P(S;); C) gleich ist.

Lemma C.6
Die maximalen Kettenlidngen der Halbordnungen (P(S); C) und (H; C) sind gleich.

Bewelis

Zum Beweis sind zwei Inklusionen zu zeigen:

1. Die maximale Kettenléinge von (H; C) ist mindestens so grof§ wie die von (P(S;); C),

da ¢ ordnungserhaltend ist, denn:

°Die Sprache eines Prozesses definiert seine Tracesemantik.
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Seien P, P' € P(S;) mit P C P’ beliebig. Zeige ¢(P) C ¢(P’'):

4(P)
(Definition von ¢) = L(P)
(Definition von £(P)) = U{L(q)|q € P}
(PcP) C U{L(q) g€ P}
(Definition von £L(P')) = L(P’)
(Definition von ¢) = ¢(P)

2. Die maximale Kettenldnge von (H; C) ist hochstens so grof wie die von (P(Sr); C),
da gilt:

Yn>0. L C L, C---C L, impliziert
EI13171)27"'71311'131Cl)zc"'cljn A ¢(R):En ]-SZST"

Beweis mittels Induktion iiber n:

Induktionsanfang (n = 0):
Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.
Induktionsschlufl (n — n + 1):

Gelte £L; C--- C L, C L,,1. Nach Induktionsannahme existieren P;, 1 <
t<m,mit P, C P, C---C P, und ¢(P;) = L;, 1 < i< n. Da ¢ surjektiv
ist, existiert ein P,y mit ¢(Ppny1) = Lng1. Setze nun P,y =4 P, U P, ;.

Dann gilt offensichtlich P, C Pni1, ¢(Pns1) = ¢(Pni1) (vgl. Definition
von £(-)) und

¢(Pns1)
(Definition von ¢) = L(Ppy1)
(Definition von Pny1) = L(P,UP, )
(Definition von £()) = L(P,)UL(Ppy1)

(Deﬁnition von ¢) = ¢(Pn) U ¢( 'n,-I—l)
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(nach Konstruktion) = L,U En+1
(L'n. C E'n.-l-l) — E'n,-|—1

Per Induktionsprinzip folgt die Behauptung.

Aus (1) und (2) folgt die Behauptung des Lemmas.
Da die maximale Kettenldnge in (P(S;); C) offensichtlich n 4 1 betragt, besitzt (H; C)

auch nur Ketten der Linge hichstens n + 1.

Nach diesen Ausfithrungen gelangt eine Transition h6chstens (n 4 1)-mal in das Workset,
so daf} die While-Schleife héchstens (m - (n + 1))-mal durchlaufen wird. Da der Aufwand
fiir den Schleifenrumpf, wie bereits gezeigt, konstant ist, betrdgt die Komplexitéit der

gesamten While-Schleife O(m - n).

Damit ergibt sich fiir den Gesamtaufwand des Workset—Algorithmus:

O(m-n) + O(m) + O(m-n) = O(m-n)
———— ——r ————
Berechnung von [-] Initialisierung While-Schleife

Fazit: Der Workset—Algorithmus terminiert und ist fiir die in dieser Arbeit vorgestellte

Anwendung effizient.
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